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Вданій роботі розв 'язується задача побудови оптимальних спостерігаючих пристроїв неповного по-
рядку у розвиток попередніх робіт стосовно повного порядку. Критерієм оптимальності є функціонал похибок 
оцінювання вектора стану багатовимірного об'єкта керування. Спостерігачі представлені у вигляді деяких 
систем звичайних диференціальних рівнянь, порядок яких менший від порядку об 'єкта керування. 
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В данной работе решается задача построения оптимальных наблюдающих устройств неполного по-
рядка в развитие предыдущих работ, касавшихся полного порядка. Критерием оптимизации является 
функционал ошибок оценивания вектора состояния многомерного объекта управления. Эти наблюдатели 
представлены в виде некоторых систем обыкновенных дифференциальных уравнений, порядок которых 
меньше порядка объекта управления. 

Ключевые слова: оценка состояния, оптимизация, наблюдатель неполного порядка, принцип мак-
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Синтез спостерігаючих пристроїв є однією з важ-
ливих задач теорії оптимального керування, від 

якісного розв'язання якої залежить точність регу-
лювання багатопараметричних об'єктів. Відомі 
підходи до розв'язання цієї задачі дозволяють бу-
дувати асимптотично стійкі спостерігачі повного та 
неповного порядку, матриці підсилення яких ви-
бираються неоднозначно [1,5,6]. Зауважимо, що 
задача побудови редукованих, тобто пониженого 
порядку, спостерігаючих пристроїв розглядалась 
ще Люєнбергером [6], який запропонував конструк-
тивний підхід для їх побудови, причому характе-
ристичні числа спостерігача, що визначають 
швидкість згасання похибки спостереження, мож-
на було брати довільно. Ці спостерігачі на жаль не є 
оптимальними. 

В даній роботі пропонується алгоритм синтезу 
оптимальних редукованих спостерігачів , я к і 
мінімізують функціонал похибок оцінювання век-
тора стану об'єкта при скінченному та нескінчен-
ному часі спостереження. Тобто, розглядається 
задача оптимального оцінювання частини неви-
мірюваних координат (параметрів) вектора ста-
ну за умови, що інша частина координат доступ-
на для вимірів. 

Отже, нехай деякий узагальнений багатопа-
раметричний динамічний об'єкт описується на-
ступною системою звичайних диференціальних 
рівнянь 
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— U = Ax(t) + Bu(t), t0 < t < Т, 
(1) 

x(t0) = X°, 

де x=(Xj, х2, ... xn)T — n — вимірний вектор пара-
метрів стану об'єкта, (тут і далі «Т» — операція транс-
понування вектора обо матриці), А — матриця роз-
мірності nxn, u=(u i ; u2,... um)T — m — вимірний век-
тор керування, В — матриця розмірності nxm, що 
визначає канали керування, х° =(х°1,х°2 х ° ) т — 
початковий вектор стану об'єкта, t0, Т — початко-
вий та кінцевий момент часу спостереження за па-
раметрами об'єкта. 

Допустимі спостереження за параметрами ста-
ну об'єкта опишемо наступною моделлю 

y(t) = Cx(t), tO<t<T, (2) 
де у=(у1, У2, ... ур)т — вектор результатів вимірів 
(спостереження) за деякими параметрами об'єкта, 
С — задана матриця спостереження розмірності рхп, 
яка визначає множину вимірюваних параметрів 
або їх комбінацію. 

Задача полягає в тому, щоб за результатами 
вимірів (2), відновити всі параметри об'єкта, тобто 
знайти оцінку x(t) вектора стану x(t), яка з пли-
ном часу наближалась би до вектора x(t), тобто з 
умови x(t) x(t) при t -»oo. Для розв'язання цієї за-
дачі можна використати спостерігачі повного по-
рядку [1]. Але приймаючи до уваги те, що частина 
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параметрів або їх комбінацій вже відомі зі спостере-
жень (2), доцільно будувати оптимальні редуковані 
спостерігачі, тобто неповного або пониженого по-
рядку. Для цього розглянемо вектор розмірності (п-
р) невимірюваних координат або їх комбінацій, 
який позначимо через r(t) і представимо у вигляді 

r(t) = Dx(t), (3) 
де D — відома (задана) матриця, за допомогою якої 
можна сформувати вектор r(t) невимірюваних ко-
ординат вектора стану x(t ) . Тоді одержимо 

за припущення, що У X , звідки X = f c l 
-1 

У 
= 

А 
X , звідки X = 

А А А 

існує. матриця L: 

Позначимо через L = [L^ і L2 ], де L t , L2 — блочні пря-
мокутні матриці розмірностей відповідно пхр та 
пх(п-р). Тоді будемо мати 

х = L V = [ l 1 : L 2 ] у = L i y + L 2 r . 

Використовуючи останнє співвідношення, а та-
кож рівняння (1)-(3), знайдемо рівняння для век-
тора r(t) 

= DAL1y(t) + DAL2r(t) + DBu(t). (4) 

Щоб визначити вектор спостереження для сис-
теми (4), продиференціює- мо рівняння спостере-
ження (2) 

^ Г = = C A L ' y ( t ) + C A L * r ( t ) + C B u ( t > • (5) 

Якщо ввести позначення 
. dy(t) y r(t) = - dt 

CAL,y(t) - CBu(t), Cr = CAL2, (6) 

- = DAL2f(t) + DAL1y(t) + DBu(t) + K(yr(t) - Crf (t)), 

то з (5) одержимо 
yr(t) = Cr(t). (7) 

Спостерігач для вектора r(t) можна побудувати 
за аналогією з математичною моделлю (4), (7) цьо-
го вектора, тобто у вигляді спостерігача повного 
порядку виду 

df(t) 
dt 

f(t0) = f°, 
де К — матриця підсилення спостерігача розмірності 
(п-р)хр, г ° - заданий початковий стан спостерігача. 

Враховуючи (6), останнє рівняння можна пред-
ставити у вигляді 

F d i r = ( D ~ K C > A L * f ( t > + KC)AL,y(t) + (D - KC)Bu(t) + 

[r(t0) = f°. 

Щоб уникнути необхідності диференціювання 
в правій частині останнього рівняння вектора 
спостереження y(t), зробимо заміну змінних 

z(t) = r ( t ) -Ky(t ) , після чого одержимо рівняння 
для z(t) 

I ̂ ^ = ( D " K C ) A L 2 z ( t ) + (D - KC)A(L, + L,K)y(t) + (D - KC)Bu(t), 

[z(t0) = f"-Ky(t0). ( 8 ) 

Таким чином, оцінка вектора r(t) має вид 
r(t) = z(t) + Ky(t), (9) 

де z(t) — є розв'язком рівняння (8), а оцінка векто-
ра стану об'єкта x(t) буде визначатись за формулою 

x(t) = L i y ( t ) + L 2 f ( t ) . (10) 
Використовуючи співвідношення (4), (9) та (8), 

знайдемо рівняння, якому задовольняє динамічна 
похибка оцінювання невимірюваних параметрів 
вектора стану об'єкта e(t) = r(t) - r(t) 

^ 2 = (D-KC)AL 2e(t) , 
( И ) 

dt 
e(t0) = e°, 

де e° = r(t0) - f(t0) = Dx(t0) - f(t0) = Dx° - f 0 . 
Матрицю підсилення К зазвичай шукають з умо-

ви забезпечення асимптотичної стійкості рівняння 
похибки оцінювання спостерігача (11). Асимпто-
тична стійкість системи диференціальних рівнянь 
(11) може бути забезпечена при виборі такої мат-
риці К, при якій матриця (D-KC)AL2 буде мати 
власні значення з від'ємними дійсними частинами 
[5,6]. Деякі підходи для визначення матриці К роз-
глянуті в роботах [1,3,5,6]. 

Для побудови оптимального редукованого спос-
терігача використаємо наступний критерій — 
інтегральну квадратичну похибку оцінювання век-
тора стану x(t) 

т 
І! (К) = J (x(t) - x(t))T P1 (t) (x(t) - x(t)) dt + 

to 

+ (X(T) - x(T))T Qj (x(T) - x(T)) (12) 
або функціонал похибки оцінювання вектора не-
вимірюваних параметрів r(t) 

т 
І2(К) = J(r(t) - f(t))T P2(t)(r(t) - f(t))dt + 

to 

+ {r (T)- f (T)) T Q 2 ( r (T)- f (T)) , (13) 
де P^tJ.Qj, i = l , 2 — задані симетричні додатно виз-
начені вагові матриці відповідних розмірностей. 

Неважко показати, що ці функціонали можна 
представити у вигляді 

т 
І(К) = jeT(t)P(t)e(t)dt + eT(T)Qe(T), (14) 

to 

де e(t) — розв'язок рівняння (11), матриці P(t)= 
= Pi(t) , Q=Qj розмірності nxn — для критерія (12), 
матриці P(t) = L2P2(t)L2, Q = LT2Q2L2 розмірності (n-
-p)x(n-p) — для критерія (13). 

Таким чином, приходимо до задачі знаходжен-
ня оптимальної матриці підсилення Kopt спостері-
гача (9), (8), з умови °Р 
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I(Kopt) = minI(K) (15) 

- = - L T 2 A T ( D - К С ) Т H ( t ) - H ( t ) ( D - К С ) A L 2 - P ( t ) , 
(17) 

на розв' язках рівняння (11). 
Спостерігаючий пристрій (9), (8) з матрицею 

K=Ko p t будемо називати оптимальним, якщо мат-
риця підсилення К вибирається з умови (15). 

Використовуючи результати роботи [3], можна 
критерій (14) представити у вигляді 

I(K) = (e°)TH(t0)e<\ (16) 
де H(t) — симетрична додатно визначена матриця, 
яка є розв'язком наступного матричного диферен-
ціального рівняння 

f dH(t) 
\ dt 
IH(T) = Q. 

Таким чином, початкова задача синтезу опти-
мального редукованого спостерігача зводиться до 
задачі оптимального вибору матриці К з умови 
мінімізації критерію (16) на розв'язках рівняння 
(17). Аналіз цієї задачі показує, що І(К)-»0 при 
К—>оо, тобто ця задача є некоректною. У зв'язку з 
цим, модифікуємо критерій (16), а саме, доповни-
мо його доданком, який буде відігравати роль об-
меження на матрицю К, тобто розглянемо критерій 

І(К) = (e°)TH(t0)e° + Jtr[KT(t)G(t)K(t)]dt, (18) 
t„ 

де tr[ - • •] — слід матриці, тобто сума її діагональних 
елементів [2], G(t) — задана вагова матриця. 

Використовуючи матричний варіант принципу 
максимума Понтрягіна [4] і техніку матричного 
диференціювання [2], одержимо розв'язок оптимі-
заційної задачі (17), (18) у вигляді 

K p = G - 1 H A ( C A L 2 r , (19) 
де симетричні додатно визначені матриці Н та Л є 
розв'язками наступної системи спряжених матрич-
них рівнянь 

dH — = - Ч ' т Н - Н Ч ' - Р , Н(Т) = Q, 
at 
dA 

L dt 
= Ч/Л + ЛЧ'Т, A(t0) = e°(e°)T, 

(20) 

в я|сій матриця VF=(D-G"1HA(CAL2)TC)AL2. 
Зауваження. Якщо в якості вагової матриці G 

покласти G=H, то Kopt=A(CAL2)T, де A=A(t) — роз-
в'язок матричного диференціального рівняння 
типу Ріккаті 
fdA(t) 

: v 2,..Vv, , n y v / y ^ n . ^ ! 

(21) 
, d t : (DAL2) A(t) + A(t)(DAL2 )T - A(t) (CAL2 ) t (CAL2) A(t), 

[A(t0) = e°(e°)T. 

Можна показати [3], що розв'язок останнього 
рівняння (21) можна представити у вигляді, Л= 
=l(t)lT(t) де l(t) задовольняє наступній векторній си-
стемі звичайних диференціальних рівнянь 

dl(t) 
dt ^ 2 

lKt„) = e°. 

D--l(t)lT(t)(CAL 2)TC AL2l(t), 
(22) 

Розглянемо тепер випадок нескінченного часу 
спостереження, тобто коли Т-»со і вагова матриця 
Q=0. Можна показати, що H(t)=H=const, причому 
Н задовольняє наступному матричному алгебраїч-
ному рівнянню 

Lt2At(D - КС)ТН + H(D - KC)AL2 + Р = 0 , (23) 
а критерій (14) набуває вигляду 

І(К)=(е°)тНе°. (24) 
Оптимізаційна задача з критерієм (24) та з обме-

женнями (23) також є некоректною. Тому розгля-
немо такий критерій якості оцінювання вектора 
стану об'єкта 

I(K)=(e°)THe°+tr[KTGK], (25) 
який обмежує нескінченне зростання коефіцієнтів мат-
риці підсилення К, де G — відома вагова матриця. 

Оптимізаційна задача (25), (23) відноситься до 
класу задач нелінійного програмування з обмежен-
нями-рівностями. Використовуючи для її розв'я-
зання метод множників Лагранжа, необхідні та до-
статні умови екстремуму функцій багатьох змінних 
і матричний аппарат диференціювання [2], одер-
жимо шукану оптимальну матрицю підсилення 
спостерігача К у вигляді Kopt=G_1HA(CAL2)T, де мат-
риці Н і А є розв'язками наступної системи мат-
ричних алгебраїчних рівнянь 

(26) 
Ч'тН + НЧ/ + Р = 0, 

[ Т А + A4*T + е° (е° ) т = 0, 

в я к і й 4 ' = ( D - G - 1 H A ( C A L 2 ) T C ) A L 2 . 
Зауваження. Якщо покласти G=H, то КОР(= 

=A(CAL2)t, де А — симетрична додатно визначена 
матриця — розв'язок матричного алгебраїчного 
рівняння типу Ріккаті виду 

(DAL2)A+A(DAL2) t-
-A(CAL2)T(CAL2)A+e°(e°)T=0. (20) 

За допомогою математичного пакету MatLab про-
водилась числова реалізація побудованих оптималь-
них спостерігачів неповного порядку та обчислю-
вальні експерименти з ними при наступних даних: 

А = 

( 0.6431 1.9466 5.5803 
-1.4277 -1.2137 -7.6787 
-1.7138 4.8931 0.1606 

С = 

N '0.Ґ| 
, в = 0.2 

/ 

т ( 2 > 

0 , Х° = 1 loj -1.5, loj 
ґ0 

0 
о 

, тобто невимірюваними є компонен-

ти x2(t) та x3(t) вектора стану x(t), P=diag ( l , l ) — 
одинична матриця, Q=diag(0,0) — нульова матри-
ця, u(t)=0,2, t0=0, Т=10, y(t)=xx(t), тобто спостер-
ігається тільки перший параметр об'єкта (а інші 
параметри — недосяжні для вимірів). 

Обчислення проводились для скінченого та не-
скінченого часу спостереження. Для скінченого часу 

50 ХАРЧОВА ПРОМИСЛОВІСТЬ № 8, 2009 



ПРОЦЕСИ ТА О Б Л А Д Н А Н Н Я 

спостереження одержали таке мінімальне значен-
ня критерію (18) I . =0,5037 при оптимальній век-
тор-функціі підсилення спостерігача K , графіки 
компонент якого зображені на рис. 1. 

10 

> а 

1 — — ч • 

- К/1> 

ч 
\ ^il"":--.-,..,.-

0- 0 0,4 J O.fr 0 It 

Рис. 1. Графіки компонент оптимального вектора підсилення 
редукованого спостерігача при скінченому часі спостереження 

Для нескінченого часу спостереження мінімаль-
не значення критерію (25) дорівнює 1 =1,0747 і 
одержане при оптимальному векторі підсилення 
спостерігаючого пристрою K =(0,9401; 1,0459) 

(а) 

^ ^ • | 

V [ці 

• 1 
0.А fj.6 0 S 

(б) 

редукованими спостерігачами при нескінченому 
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Рис. 2. Графіки параметрів стану об'єкта (суцільна лінія) 
та їх оцінки (пунктирна лінія) на всьому (а) та на початковому 
(б) часовому проміжку при нескінченому часі спостереження 

Нижче наведені графіки компонентів вектору 
стану x(t), їх оцінки x(t) (Рис. 2) та динамічні по-
хибки e(t) оцінювання вектору стану (Рис. 3) при 
скінченому та нескінченому часі спостереження. 

Обчислювальні експерименти показали суттєву 
перевагу оптимальних редукованих спостерігачів 
при скінченому часі спостереження у порівнянні з 

Рис. 3. Графіки динамічних похибок оцінювання параметрів 
стану для нескінченого (а) та скінченого (б) часу спостереження 

Висновки. Побудовані оптимальні редуковані 
спостерігачі (особливо із скінченим часом спостере-
ження) дозволяють забезпечити швидке згасання 
динамічної похибки оцінювання вектору стану об-
'єкта і можуть бути використані для побудови ре-
гуляторів, які в свою чергу забезпечують бажані 
якісні показники перехідних процесів параметрів 
об'єкта керування. 

ЛІТЕРАТУРА 

1. Александров А.Г. Оптимальные и адаптивные сис-
темы. — М.: В ы с ш а я ш к о л а , 1989. — 263 с. 

2. Бард И. Нелинейное оценивание параметров . — 
М.: Статистика, 1979. — 349 с. 

3. Гончаренко Б.М, Лобок О.П. Синтез оптимальних 
с п о с т е р і г а ч і в п о в н о г о п о р я д к у для б а г а т о в и м і р н и х 
об'єктів . — К. : Н У Х Т , Харч . пром-сть. 2008. 

4. Кириченко Н.Ф. Введение в теорию стабилизации 
движения. — К. : В ы щ а школа , 1978. — 184 с. 

5. Рей У. Методы управления технологическими про-
цессами. — М.: Мир, 1983. — 368 с. 

6. Тютюнник А.Г. Оптимальні і адаптивні системи 
автоматичного к е р у в а н н я . — Ж и т о м и р . : Ж І Т І , 1 9 9 8 . 
512 с. 

Одержана редколегією 07.06.08 р. 

51 ХАРЧОВА ПРОМИСЛОВІСТЬ № 8, 2009 


