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It is established conditions of Dirichlet series under which the Valiron formula for the ab-
scissa of absolutely convergence holds. t 

1. Нехай (An) — зростаюча до +oo послідовність додатних чисел, а а3 і аа — 
абсциса збіжності і абсциса абсолютної збіжності ряду Діріхле 

оо 
а0 + ап exp(sAn), s = а + it. (1) 

п=і 

Класична теорема Валірона [1, с. 115] стверджує, що якщо ть == Ііш = 0, то 
7 1 — > 0 0 п 

СГ3 = (Та ~ &0 == Иш In у—. (2) 
ГЬ-ЇОО Лп \ап\ 

Тут ми покажемо, що умову tq — 0 в теоремі Валірона можна замінити умовою 

In п — о(1п |ап|), п - ї оо, (3) 

і вияснимо, наскільки ці обидві умови є необхідними для справедливості рівностей (2). 
2. Для 7 > 0 і 5 Є ІК. позначимо 

n d e f r ( 7 — 1)In |an| + SXn . h{7, S) = hm - і - . (4) 
n-4 00 111 n 

і. доведемо спочатку таку теорему. 
Теорема 1. Для кожного ряду Діріхле (1) ста < сг3 і <та < а0, а якщо h(7, 6) > 1, то 
<та > 7аз - S і ста > 7О;0 — 5. 

Доведения. Нерівність сга < а3 очевидна. Припустимо, що а0 < +00. Тоді для кож-
ного а > а0 існує зростаюча послідовність натуральних чисел така, що 

\ank\ > exp( -aA n J, 
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тобто 
\ап J ехр (сг\Пк ) > ехр { ( - а + a)Anjs} > 1. 

для всіх <т > а. Звідси, завдяки довільності а, випливає, що ряд (1) розбіжний в 
КОЖНІЙ ТОЧЦІ S = <7 > ао, і отже, <Jа < CtQ. ПрИ OtQ = + 00 ця нерівність очевидна. 

Якщо ао > — оо, то для кожного <т < 7«о — <5" маємо 

1 і 1 * + * lim — ш — = ао > , 
Ті—юо Лп ап 7 

тобто 
, . . сг + <Г х ( 1 , 1 <7 + 8\ 
In а„ + An = А„ ( — l n h ) < О 

7 V A n an 7 ' 
для всіх досить великих п. Тому для таких п виконується 

|ап|ехр (а\п) — ехр|~((7 - 1) In |а„ | + <5АП) +7^1п|ап| + — ^ п ) } < 

. / (7 — 1) In |апІ <SAn л < ехр^ In п > < ехр{—(/1(7, о) — є) m n) І m n J 

для кожного є Є (0,h(y,8) — 1) і всіх п > по(є). Оскільки h(7,5) — є > 1, то звідси 
випливає, що ряд (1) абсолютно збіжний в точці s — сг, тобто аа > 70:0 — 8. При 
a0 = —00 ця нерівність очевидна. 

Нехай, нарешті, а3 > —оо і Г] Є (—оо, а3). Оскільки ряд (1) збіжний в точці rj, то 
існує M > 0 таке, що для всіх n > 0 

|an| ехр (rjXn) < M, 

тобто 

|ап|ехр{(7Г7 - 8)А„} = (|ап|ехр{7?Ап})7|ап|1-7ехр{-^Ап} < 

< M ^ e x p { - ( 7 ~ 1 ) 1 i n J ^ l + a n In n } < exp{ —(/1(7,8) - є) In n} 

для кожного є Є ( 0 , / 1 ( 7 — 1) і всіх П > По(є). Звідси, як вище, випливає, що 
d'à > 7у? ~~ а завдяки довільності 77, аЛ і > 7<х3 — При сг3 — —оо ця нерівність 
очевидна. Теорему 1 повністю доведено. 

Наслідок 1. Для кожного ряду Діріхле (1) сга < а3 < аа + т0 і <та < ао < сга + т0. 

Справді, візьмемо в теоремі І 7 = 1 і £ = го + £, є > 0. Тоді 

Ц ъ 6 ) = lim ( V £ ) A " = * > + £ > 1 
n —>00 In n т0 

і, отже, справедливі оцінки <та > а0 — т0 — є і (та > сг3 - т0 — є, тобто, завдяки довіль-
ності є, маємо <Tft > ао — то і сга > сг3 — tq. 

Приклад ряду 2 ^ L 1 ( - l ) n e x p ( s l n n), для якого то = 1, а 0 = <г3 = 0, <ха = - 1 , 
вказує на точність наведених в наслідку 1 оцінок. 
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Наслідок 2. Якщо 
lim = ho > 0, 

п_юо inn 

т о сга > + I)/ho і (Ja > a3(h0 + l)/h0. 

Справді, якщо візьмемо в теоремі 1 ^ = 0 і 'у — 1 + є + 1/Ло» то 

1 \ In Іап\ 
h(S)= lim ( ± + £ ) ^ ^ > l + eh0>h „"ЗХЛЛп / I n n 

і отже, (7а > (1 + є + l/ho)a3 і аа > (1 + є + l/h0)a0, звідки, завдяки довільності є, 
отримуємо потрібні нерівності. 

Приклад ряду 1 + (—1)П п е хР (зі*1 п ) вказує на точність отриманих у наслід-
ку 2 оцінок. Тут ho = 1, cxq = аэ = — 1, а аа — —2. 
Наслідок 3. Якщо 

г.— In П . г . \ 
lim ———- і ho € [0,1), »-•оо m(l/|anI) 

TO (Jа > 0~з( 1 - M і СГц > «о(1 — /іо). 
Справді, якщо в теоремі 1 візьмемо ^ = 0 і 7 = 1 — ho — є, Q < є < 1 — ho, то 

ті —У оо In п "О 

і отже, аа > cr3(l—ho—6) і сга > ао(1 — /іо—є), звідки, завдяки довільності є, отримуємо 
потрібні нерівності. 

Приклад ряду 
оо 

71=3 V П 

вказує на точність вказаних у наслідку 3 оцінок. Тут h0 — 1/2, а0 = сг3 — 2, а аа = 1. 
Використовуючи наслідки 1-3, тепер доведемо наступну теорему. 

Теорема 2. Нехай або т0 = 0, або In п — o(ln |an|), n -> оо. Тоді <т3 — aa — ао-
Доведення. Якщо г0 — 0, то висновок теореми випливає з наслідку 1. Якщо ж In п — 
o(ln|an|),n оо, то або 1) ln|a„|/lnn -»> +оо (п оо), або 2) ln|l/a„|/ln п +оо 
(п оо), або {ап } = {aJJ U {а^}, де {а'п} задовольняє вказану умову 1), а {а 
задовольняє умову 2). В перших двох випадках справедливість теореми випливає з 
наслідків 2 і 3. У третьому випадку запишемо ряд (1) у вигляді суми 

ÖQ + £ < ^ s A " + £ < e ä A " > (5) 
72 = 1 

де показники А'п і AJJ відповідають коефіцієнтам а'п і а^. За наслідками 2 і З 



174 О.М. МУЛЯВА 

де &'3i <j'a і cr'J, <т" — абсциси збіжності та абсолютної збіжності відповідних рядів з 
(5). Зауважимо також, що, оскільки <х'3 < 0 і <т" > 0, то аа = тіп{<Тд, сг"} і а3 = 
шт{сГз, а"}. Звідси випливає, що сг3 = <7Q, а а0 < тіп{ао? а? } — — < 
«0, І < тіп{(7д, сг"} = (7а < сг3. Теорему 2 повністю доведено. 

3. Вияснимо тепер, наскільки умови тр = 0 і ln n = o(ln |an|), n оо, є необхідними 
для справедливості рівності сг0 = ао- Почнемо з умови то = 0. Для зростаючої до -f оо 
послідовності А = (Ап) невід'ємних чисел через D(A) позначимо клас рядів Діріхле (1) 
з заданою послідовністю А показників. 
Теорема 3. Для того, щоб для кожного ряду Діріхле з D(А) виконувалась рівність 
aa — ао, необхідно і досить, щоб то — 0. 

Доведення. Достатність умови То = 0 випливає з наслідку 1. Для доведення її необхід-
ності нам буде потрібне наступне доведене в [2] твердження: з кожної послідовності А, 
для якої 

-— ln n hm — - > г > 0, (6) n-ЮО An 

можна виділити підло елідовність А* = (AJ) таку, що 

In k < r\*k + 1 (7) 

для всіх k Є N і 
Ь к, > т\\. (8) 

для деякої зростаючої послідовності (kj) натуральних чисел. 
Отже, припустимо, що г0 > 0, і виберемо 0 < т < То. Тоді існує підпослідовність А* 

послідовності А, для якої виконуються нерівності (7) і (8). Покладемо an — 0, якщо 
п̂ ф А£, і an = ехр{-а0А£}, якщо Ап = А£, тобто розглянемо ряд Діріхле 

оо 
]Гехр{ -а 0 А£-МАП (9) 
k~ і 

Можемо вважати, що послідовність (kj) зростає настільки швидко, що Х^. > Х*к. 
де rrij = Нехай er* — chq — г. Тоді, завдяки (8), маємо 

£ exp{-a0\*k + <J*X*k} - J ] ехр{-тАЇ} > 

> ~kj exp{—rA^.} = ^exp{ln kj - rX*kj} > 

Тому 

Y , exP{~aoA£ + <r*y k }>J^ exp{-a0A* + — 
k~ 1 j=l Л .̂<А*<А£ j * ~ 

Звідси випливає, що для ряду (9) cra < a* — aQ — г, тобто існує ряд Діріхле з кла-
су D(A), для якого рівність aa = olq не виконується. Теорему 3 доведено. 



ПРО АБСЦИСУ ЗБІЖНОСТІ РЯДУ ДІРІХЛЕ 175 

З умовою ln n = o(ln |<з„|), п —>• оо, ситуація дещо складніша. Ми розглядатимемо 
тільки випадки In \ап\! Inn —у +оо (п оо) і ln|l/an|/ln п —У +оо (п —̂  оо). Оскільки 
абсциса абсолютної збіжності ряду (1) співпадає з абсцисою збіжності додатного ряду 

оо 
|ао| + Іа"ІехР 

П=1 
то можемо вважати, що коефіцієнти ряду (1) додатні і, якщо а < сга, можемо впоряд-
кувати члени ряду за неспаданням чи незростанням коефіцієнтів. Будемо додатково 
вимагати, щоб коефіцієнти були або зростаючими до +оо, або спадними до 0. Тоді 
послідовність (Ап) не обов'язково повинна бути зростаючою. 

Іншими словами, нехай А\ — (ап) — зростаюча до +оо послідовність додатних чи-
сел, ai > 1, a D*(Ai) — клас рядів Діріхле (1) з заданими коефіцієнтами. Аналогічно, 
нехай Аг = (ап) — спадна до 0 послідовність додатних чисел, ai < 1, a D*(Ä2) — 
клас рядів Діріхле (1) з такими коефіцієнтами. 
Теорема 4. Для того, щоб для кожного ряду Діріхле з D* (Ai ) виконувалась рівність 
сга = а0 , необхідно і досить, щоб In п — o(ln an), п оо. 
Доведення. Достатність умови ln n = o(ln а„), п —у оо, випливає з наслідку 2. При-
пустимо тепер, що ця умова не виконується, тобто 

-т ІП П hm > г > 0. n->oo in an 

Тоді існує пі дпо елі довність А\ — (aj), для* якої справджуються нерівності (7) і (8) 
з In ak замість AJ. Зауважимо, що оскільки ап > 1, то ао < 0. Виберемо а < 0, і 
покладемо А„ = In2 an, якщо ап ф а*к, і Ап = щ In а*к, якщо ап = а*к. Для ряду Діріхле 
з такими показниками маємо 

якщо ап ф а*к, і 

lim ~~ In = lim — ^ ü n — 0, 
її—Ьоо Ал, |<2П| п. —У оо 1п ап 

1 , 1 — \а In at 
lim —- 1п 7—Г = MSI —і = о; < 0, п—+00 jfc —оо 1п ак 

якщо ап = ак. Звідси випливає, що ao = а. 
Оцінимо тепер знизу цю частину ряду, яка відповідає рівностям ап — а*к> тобто 

розглянемо ряд Діріхле 
оо 

(10) 

Можемо вважати, що послідовність (кЛ зростає настільки швидко, що а* . > at. ТП j ftj _ ̂  ? 
де rrij визначене, як при доведенні теореми 3. Нехай <т* = а(1 + т). Тоді, завдяки (8), 
маємо 

Е Y, exp{-rln а*к}> 

> ~kjexp{~r\n a*kj} = ~ expjln kj - rIn a*kj} > 
Звідси, як при доведенні теореми З, отримуємо, що для ряду (10) аа < ао(1 + т), 
тобто існує ряд Діріхле з класу D*(Aі), для якого рівність <та = а0 не виконується'. 
Теорему 4 доведено. 
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Теорема 5. Для того, щоб для кожного ряду Діріхле з D* (А2 ) виконувалась рівність 
aa = a0, необхідно і досить, щоб In п — 6(ln п -4- оо. 

Доведения. Достатність умови In n = o(In п —ї оо, випливає з наслідку 3. При-
пустимо тепер, що ця умова не виконується, тобто 

- — Inn 
lim > 7- Є (0,1). n-уоо In [l/an) 

Тоді існує підпослідовність = (ßfc), для якої справджуються нерівності (7) і (8) 
з In -р- замість А£. Оскільки ап < 1, то ар > 0 . Виберемо а > 0, і покладемо 

An — у і п ^ - , якщо ап ^ al, і Ап = якщо ап — Для ряду з такими 
показниками, як при доведенні теореми 4, неважко показати, що а 0 = a, a для тієї 
частини ряду, яка відповідає рівностям ап = а*к, тобто для ряду Діріхле 

оо 
£ 4 е х р { ~ 1 п 4 ) . (11) 
Ь= 1 1 1 

при а* = а{1 — т), як вище, тепер маємо 

І ] 4 e x p { ^ - l n i } = £ е х р | _ г і п І _ | > І^ .ехр{~г1п at. J - 2 ^ , , , 4 UT • Zu U, . 
«mj^k^kj »тэ<ак<ак; K} 

Звідси, як вище, отримуємо, що для ряду (11) сгa < ao(l — г), тобто існує ряд Діріхле 
з класу D*(A2), для якого рівність сга — otQ не виконується. Теорему 5 доведено. 
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