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Більшість технологічних об'єктів керування в хар-
човій промисловості є аперіодичними і статич-

ними. Відомий і досліджений розв'язок задачі опти-
мізації керування за його якістю для статичних об'єк-
тів першого порядку без запізнювання. Поширена ап-
роксимація динамічних властивостей об'єкта керу-
вання послідовним з 'єднанням ланки чистого запіз-
нювання та аперіодичної (першого порядку) ланки 
вимагає нелінійного апарату оптимізації керування 
такими об'єктами та виключає аналітичне констру-
ювання оптимальних регуляторів для них. Апроксима-
ція динамічних властивостей реальних об'єктів аперіо-
дичною ланкою другого порядку, в якій реальне транс-
портне запізнювання об'єкта замінюється на перехідне 
в ланці, дозволяє, залишаючись в рамках лінійної теорії, 
здійснити аналітичне конструювання (синтез) оптималь-
них регуляторів, тобто знайти вирази керувальних сиг-
налів (керувань), як і забезпечують відповідність вста-
новленим критеріям якості керування та враховують 
відхилення параметру стану, збурення та вплив пара-
метрів моделі об'єкта керування. 

Розглянемо деякий лінійний об'єкт керування, мо-
дель якого може бути представлена диференціальним 
рівнянням стану другого порядку виду 

T2x(t) + TjX(t) + ax(t) + ß = ku(t), t 0 < t < T k (1) 
з заданими початковими умовами 

x(t 0) = x0 , x( t 0 ) = x 0 , 
де x(t) — деякий параметр стану об'єкта; u(t) — фун-
кція керування (керувальне діяння на об'єкт); Т2, T t , 
a, k — задані коефіцієнти моделі об'єкта, зокрема 
Т2, Tj — сталі часу об 'єкта за умови a = 1; t0, Tk — 
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відповідно початковий та кінцевий моменти часу ке-
рування об'єктом; (х 0 , х 0 ) —відомий початковий стан 
об'єкта, ß — детерміноване збурення об'єкта. 

Розглянемо також квадратичний функціонал за умо-
ви додатності його членів — інтегральний критерій 
якості керування об'єктом, який враховує відхилення 
стану об'єкта від бажаного (перша складова), швидкість 
його зміни (друга складова), керувальне діяння (третя 
складова) та стан об'єкта в момент часу Т. закінчення 
керування (четверта та п 'ята складові критерію) 

І(и) = ) ( Р і ( x ( t ) - g l )2 + p2(x(t) - g 2 f + 
to 

+ ru2( t))dt + q i (x (T k ) - h , ) 2 + q2(x(Tk) - h 2) 2 , 

де (g , g2) — бажаний (номінальний) стан об'єкта на 
протязі періоду керування, а (h1( h2) — бажаний стан 
в к інцевий момент часу; p t , р2, q1? q2 > 0, г > 0, — 
задані вагові множники, як і визначаються, наприк-
лад, шляхом експертних оцінок. 

В роботі пропонується розв 'язання задачі знаход-
ження оптимального керування u°(t), при якому кри-
терій (2) досягає свого мінімального значення на роз-
в 'язках рівняння (1), тобто I(u°) = min I(u). Зауважимо, 
що для спрощення розв 'язання задачі обмеження не 
накладені ні на стан об'єкта, ні на функцію керуван-
ня, а в реальних об'єктах можуть мати місце. Для роз-
в ' я зання задачі перепишемо р івняння (1) в каноніч-
ній векторно-матричній формі після заміни змінних 
Xj(t) = x(t), x2(t) = X (t), і позначення 
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Тоді рівняння (1) набуває вигляду наступної системи 

f x ^ t ) = x 2 ( t ) 

(x2(t) = ax2( t) + bxj ( t ) + с 4 du(t) 

або — в векторно-матричній формі 

fx = Ax + Bu + f , 

| x ( t 0 ) = x° 
(3) 

де 

4 ( t ) N 

, A = 
Го Г 

U(t)J 
Ґ0> f ° l 

/ N xo 
в = 

л 
, f = , X° = 

\XoJ 

(4) 

Враховуючи позначення (4), критерій (2) перепи-
шемо у вигляді 

I (u)= j ( ( x ( t ) - g ) T P ( x ( t ) - g ) + 
to 

+ r u 2 ( t ) ) d t + ( x ( T k ) - h ) T Q ( x ( T k ) - h , 

де 

- f " 

«Т» у степені 

(5) 

, h = (К 
h , 

, P = Pi 
0 

0 

P2 

\ f 
, P = q . 

о 
оN 

• операція транспонування. 
Для розв 'язання задачі оптимального керування 

(3), (5) використаємо принцип максимуму Понтря-
гіна [1, 2, 5], у відповідності до якого складемо функ-
цію Гамільтона виду 

H(u, X Д) = -((X - g)TP(x - g) + ru 2 ) + Хт(Ах + Ви + f), 
де X = A.(t) — вектор-функція, що задовольняє наступ-
ній спряженій системі рівнянь 

дк 
dt 

дН (и ,хД) 

МТк) = -

дх 
д 

Эх(Тк) 
( (x (T k ) -h ) T Q(x(T k ) -h ) ) (6) 

та узагальнює відхилення поточного стану об'єкта 
від бажаного в процесі керування. 

Оптимальне к е р у в а н н я знаходиться за умови 
максимізації функції Гамільтона H(u, х, X) по и, тобто 
за умови Н(и ,х Д ) —> ш а х . Використовуючи для роз-
в 'язання останньої задачі необхідну умову екстре-
муму, одержимо оптимальне керування у вигляді 

1 
и° = — ВТХ. 

2г 
(7) 

dS 
dt 
S(Tk) = Q, 

A S - SA.+—SBB S - P, 
r 

(8) 

m = m(t) — є розв'язок наступної системи звичай-
них диференціальних рівнянь 

— = А т ш + - SBBTm + Sf - Pg, 
d t г 

m(Tk) = Qh, 
(9) 

що враховує збурення об'єкта керування. 
При цьому оптимальне керування представля-

ється у вигляді зворотного зв 'язку від стану об'єкта х: 

- B T S x + - B T m , 
г г 

(10) 

що за формою наближено відповідає типовому П-за-
кону регулювання, але представлене в матричній формі. 

Після ряду векторно-матричних перетворень кри-
терій якості (5) при оптимальному керуванні и° мож-
на представити у вигляді 

I(U°) = І ( g T P g - - ш т В В т ш - 2 m T f l d t + 
«Л r ^ ц і ) 

+ x T ( t 0 )S( t 0 )x ( t 0 ) - 2x T ( t 0 )m( t 0 ) + hTQh 

Вираз (11) на відміну від (5) не залежить від стану 
об'єкта X і отже, його можна обчислити та проаналі-
зувати ще до початку процесу керування. 

З використанням математичного пакету MatLab 
проводився аналіз перехідних процесів об'єкта (1) 
(рис. 1) при оптимальному за відхиленням керуванні 
u°(t) (10). За характером перехідного процесу з наяв-
ною статичною похибкою підтверджено наближе-
ність оптимального керування до П-закону регулю-
вання, але на відміну від нього при керуванні спроек-
тованим матричним регулятором (10) враховується 
(за дією) і швидкість зміни параметру стану об'єкта. 

15г 
-X1 

x2 

1 

Приймаючи його до уваги, а також системи спряже-
них рівнянь (3) та (6), можна показати, що спряжена 
вектор-функція X набуває вигляду 

X = - 2 S x + 2m 
де S = S(t) = ST(t) > 0 — симетрична додатновизначена 
матриця, я к а задовільняє диференціальне матричне 
рівняння типу Р іккат і виду 

0 5 10 15 20 
Час» 

Рис. 1. Графіки перехідних процесів 
x,(t) = x(t) та x2(t) = x(t) 

Дослідження оптимального керування u°(t) (10), 
наприклад, при наступних вихідних данних: 

Т2 = 60, Т, = 506, а - 1, ß = 1, k = 20, t0 = 0, 

Т = 20, х0 = 10, х0 = 5, Р і = 2, р2 = 1, г = 1,5, 

q j = 1, q2 = 1, g1 = 1, g2 = 0, h, = 1, h2 = 0 
теж підтвердило пропорційний характер керуван-

ня (рис. 2). 
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Рис. 2. Графік функції оптимального керування u°(t) 

На рис. З наведено графік залежності оптималь-
ного значення критерію якості І(и°) (11) від його ваго-
вих множників, що характеризують поточне відхи-
лення параметру стану. 

Рис. 3. Залежність значення критерію якості (11) 
від вагових множників рі та г 

Нарис. 4,5 наведені графіки залежності оптималь-
ного значення критерію якості І(и°) від параметрів мо-
делі об'єкта (1) — сталих часу Т1,Т2. Очевидний екс-
тремальний вплив сталої часу ТІ при першій похідній 
параметру стану x(t) в той час, як стала часу Т2 при дру-
гій похідній має лінійний вплив. 

2000 г 

40 
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Рис. 4. Залежність значення критерію якості (11) 
від параметра моделі Т2 
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Рис. 5. Залежність значення критерію якості (11) 
від параметра моделі Т1 

Вплив параметра моделі k — коефіцієнта передачі 
каналу керування представлено на рис. 6. Очевидне 
поліпшення якості керування для об'єктів з великим 
значенням к. 
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Рис. 6. Залежність значення критерію якості (11) 

від параметра моделі 

Рис. 7 та рис. 8 демонструють чутливість критерію 
якості (11) до змін параметрів моделі об'єкта керуван-
ня (а ,ТІ) та збурення ß. Наявність такої чутливості 
свідчить про недостатню робастність синтезованого 
регулятора. 

Параметр (ТІ]° ° 0 параметр (з*а) 
Рис. 7. Залежність значення критерію якості (11) 

від параметрів моделі Т1 та а 

* 950 

Рис. 8. Залежність значення критерію якості (11) 
від параметрів моделі Т1 та ß 

Висновок. Аналітично синтезований оптимальний 
векторно-матричний регулятор дозволяє ефективно 
керувати об'єктом з метою підтримки його параметрів 
стану на заданому (номінальному) рівні за законом, 
наближеним до стандартного П-закону. До недоліку 
регулятора можна віднести чутливість стану об'єкта 
та значення критерію якості до параметрів моделі об'є-
кта, що може свідчити про недостатню робастність одер-
жаного оптимального регулятора. 
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