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В. М. С а ф о н о в

ТЕОРЕМ А О ПРОДОЛЖЕНИИ ВНУТРЕННИХ 
ОТОБРАЖЕНИЙ

Известно, что важными для приложений в анализе 
(после аналитических) являются внутренние отображения 
двумерных ориентируемых многообразий [  I ]  , которые 
характеризуются двумя свойствами: они открыты и нуль
мерны ( г .  е. образ открытого множества открыт и про
образ каждой точки имеет нулевую размерность [  2 ]  ), 
Теорема Сгоилова утверждает, чго каждое внутреннее 
отображ аю  топологически эквивалентно некоторому ана
литическому и, конечно, наоборот.

Особенно полезными для этил приложений являются 
различные критерии продолжимости внутренних отображе-
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ний [3  3 (фактически теоремы о сгираемости особеннос
тей ). Нашей целью здесь будет установление одного из 
таких критериев. Заметим, что теоремы о продолжении 
носят локальный характер, поэтому достаточно формули
ровать их для отображений плоских областей.

Пусть С ~ комплексная плоскость, “  откры
тая область, под X -  плоскостью ( W -  плоскостью) 
понимаем комплексную плоскость, содержащую $  ( об
раз iO при непрерывном отображении С )•

О п р е д е л е н и е .  Непрерывное отображение 
области X) обладает свойством *£■ в точке если че
рез эту точку проходит простая дуга I гакая*

что: л  \
1 ) является внутренней ТОЧКОЙ дуги

-  несвязное множество; _____

3 )  простые дуги tftfo) - * Х о  «  ft (*а) -
расположены в паре вертикальных углов соответственно 

С^о) и (%о) рэствора меньше Й* с вершинами
в точке S f j

4 ) образ дуги £(Хд)  есть,,кривая i. такая,

что образы s
лежат в вертикальных углах соответственно O ^ v v ^ V  
и £2g (W a)  , меньших ф, с  вершинами в точке vt0sUZa), 

Основная цель работы состоит в доказательстве 
следующего утверждения. Л  ' ■ _ '

Т е о р е м а .  Пусть ”  ~ непрерывное отобра
жение, внутреннее на дополнении к некоторому замкну
тому нульмерному множеству Р,

Если отображение f  обладает свойством в каж
дой точке множества f l  , исключая не более чем счет
ное его подмножество, то оно является внутренним во
всей области Ю .

З а ме ча ни е .  Отметим, что, не нарушая общнос
ти, можно считать нульмерное множество особенностей 
р) совершенным, так как изолированные точки у  сти
раются применением теоремы о стирании [4  J, без ис
пользования даже свойства Ф".

Поскольку доказательство теорем^ довольно длин- .
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ное, разобьем его  иа ряд лемм, представляющих и сат • 
мостоятельный интерес. _ _

Л е м м а  1. Пусть ^  у0-*~£ -  непрерывное отобра
жение и Р  <2 Ю ~ произвольное совершенное множество. 
Пусть, далее, ■Р обладает свойством *£ во всех точках 
множества МС. р  не первой категории на Р  • *

Тогда найдутся порция Р'сГ р  и числа б1, и > О такие 
что через каждую точку *€ ? ■  проходит простая дуга 
со свойствами, указанными в определении, и обладаю
щая следующими свойствами: /

1 ) (х")1 < &■ для любых юнакх'% £Р,
где величина в квадратных скобках понимается как угол 
между биссектрисами углов СО - {Х ‘)  и СО± (Х и)  с вер
шинами в точках и Xй, где 1*4,6 и 0^/X)и  £х)~ 
вертикальные углы, в которых расположена дуга I(Х)\

2 ) расстояние множества р 1 до Гранины области/?) 
больше [? )

3 ) если р ' я Р (  р ')  , . то из каждой точки V\1зГ(%)£ 
£ р} , как из вершины/, исходит пара вертикальных

углов £11 (>л /) И О г Ы )  раствора Я - Р " , полученная 
параллельным переносом* фиксированной пары вертикаль
ных углов £21 и Д а  и ^обладающая тем свойством, что 
образы 21 (\Ы) и частей ?,(%) и Р} простой
дуги Р1Х), расположенные в вертикальных углах Сд1(Х) 
и &г(Х) и имеющих длину , при отображении ле
жат внутри вертикальных углов 0 1 С&) и со
ответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В X -  и плоскостях фик
сируем определенные прямые 4д и Тд соответственно 
и обозначаем через А/(п% Р> ф) множест во точек х е М  , 
удовлетворяющих следующим условиям;

где через | £д *03} и ) }  обозначена величина угла меж
ду прямой и биссектрисой угла £>; { X) , отсчиты
ваемого в положительном направлении от биссектрисы, 
заключенная между 0 и (включая С) ), 1& 1,2 ,
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причем */-(дрр< &1*• ^ 1"  1/тОр и &>./£) и { х )
вертикальные углы, в которых расположены части ^(Х) 
и ^(Х ) простой дуги Р (  %), проходящей через точкуX.

В. Пара вертикальных углов ( I :  /,£) с вер
шинами в точке V*/ (X) и раствора Утр содержит
образы /,1 (  \Ы) и 2 г (\Ы) частей простой дуги ^/Х)'- 
?, (X )  и ег {* ),  распол оженные в паре вертикальных 

углов 03АХ) и й)г (X) , длины , п р и ч е м ^ -<  £}.*
< ^ “ Уюор

гоор 2üüp '
Из определения свойства ф и условий леммы с л е 

дует , что A lz U H M p ,  , где суммирование рас
пространено на всевозможные натуральные числа

Так как /V не первой категории на Р .  то найдут
ся определенные значения fl,P,p.Ç reçue, что соответст
вующее им множество N(n,̂ % р, Ç-) всюду плотно на некото
рой порциир 'а Р  , причем р 'г  Р  Л  ф ' , где круг. 
Очевидно, можно предположить,, что расстояние от мно*- 
жесгвэ р ' до границы области iO больше */Ç, . Для этих 
чисел Положим

ptj ) sN\ — - <?, ~  * J
ЮОр г

Докажем, что для множества р*  и так определенных 
чисел имеют место все свойства, указанные в
лемме.

Определим в точках Z€ р ‘ прямые {X ) следующим 
образом. Полагаем, что ф(Х) -  биссектрисы пар верти
кальных углов Cûf(X) и й>2 { Z ) с вершинами в точках 
% €р‘ П А/1 . Теперь рассмотрим точки Х€р \ А/ .П о  
теореме о сходимости континуумов £ б 1  для каждой из 
этих точек можно вэйть проходящий через нее контину
ум -  одно из предельных положений простых дуг 
проходящих через точки Л/*, где точки Z  ' сходят
ся к точке £ , и удовлетворяющих условиям определе
ния свойства ^  . В каждый такой континуум можно впи-



сать простую дугу, расположенную в некоторой паре вер- 
тикальных углов. Теперь для точек X £р* \ А/* в ка 
честве * ( * ) .  возьмем биссектрисы этих пар вертикальных 
углов. Такое определение корректно в силу плотности

на Р ' • Г л м Л 1/
Из неравенств А следует, что [ Двор

для всех точек Х* Хв€ р ‘ , Отсюда и из определения 
числа следует свойство 1 ) леммы. Так как расстоя
ние от р1 до границы области 0 больше 1/9 , то вы
полнено и свойство 2 ),

Докажем теперь свойство 3 )  леммы. Возьмем про
извольную точку Хд ел/‘ и построим соответствующую ей 
пару вертикальных углов раствора $3* “  1/мор. имеющих 
общую биссектрису с парой вертикальных углов 
где \Ыд -  £{Х а)  И / г  . Из неравенств С следу
ет, что пара вертикальных углов
перенесенная параллельно в любую точку \ц/£ р  ̂ , содер
жит пару вертикальных углов- , Отсю
да и из 0  следует, что образы и час
тей ^  (  X4)  и £ ,{Х ')  Простой дуги £{%') , имеющих 
длину , при отображении Р  будут расположены
в паре вертикальных углеа При этом
X*£ А/1, \Ы‘*  £ {X ')  к Р1(Х >)  и Рг /% ') лежат в паре 
вертикальных углов С01 (Х*У и £0% (X ')  соответсгвенно.
В силу непрерывности /  и определений аплХер'кМ
сразу следует свойство 3 ) .  Тем  самым лемма доказана.

Предположим, что теорема неверна, Тогда можем 
предположить, что множество Р  такое, что ни в какой 
окрестности любой его  точки отображение /  не являет
ся внутренним. По лемме 1 мы можем считать, что об
ласть {0 -  круг и Р  удовлетворяет условиям 1 ) - 3 )  
леммы. Мы покажем, что в этом круге отображение яв
ляется внутренним, что и явится искомым противоречием.

Возьмем, далее, произвольную точку X£ Р  ; че
рез нее проходит простая дуга И(Х) ̂  аСр такая, что 
части этой дуги В1(Х )~  Ы X и %Г/3 расположе
ны в паре вертикальных углов а 1 ( £ )  и 4 )% { х )  > на~ 
правление биссектрисы которых примем за направление 
оси 0Х"* -Пусть угол С01 { X.) расположен слева, а угол
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справа от прямой, проходящей через Z  парал
лельно оси 0Y (считая о с ь ^ У  направленной вертикально 

вверх, а ось О К -  вправо). О б р а зы ^  (w )  и Aj (v j )  
частей t l ( Z )  и 4  ( * )  дуги S tZ ) лежат в вертикальных 
углах Cl1(W ) и О/ (  W) соответственно. И пусть так
же в W  -  плоскости направление биссектрисы yrnOBjd.(W) 

(  i я 1, Я) есть направление оси абсцисс, а углы 
С wf) и £1 g ( vV/ расположены слева и справа со

ответственно от прямой, проходящей через точку \f4- f/Z) 
и параллельной оси ординат.

З а м е ч а н и е .  Любую пару вертикальных углов, мень
ших it" , в которых расположена кривая, всегда можно 
дополнительным гомеоморфизмом вида и s X. , </- by.- 
перевести в пару вертикальных углов достаточно малого 
раствора. Поэтому в дальнейшем мы будем считать ука
занные выше в определении вертикальные углы меньше 
некоторого фиксированного, но достаточно малого 6* > О.

Вернемся к условиям нашей теоремы. Всегда мож
но предполагать, что отображение (  является собствен
ным ( г .  е. прообраз произвольного компакта -  компакт). 
Эго легко следует из нульмерности Р , так как тогда 
согласно [6  ]  для произвольной точки Z € fO можно 
найти окрестность, ограничение f  на которую собст
венно. Поэтому в силу локального характера теоремы мы 
можем априори предполагать собственность Д

Рассмотрим систему всевозможных равнобед-'
ренных подобных треугольников. Каждый из этих треу
гольников имеет ось симметрии _  горизонталь, а угол 
при вершине больше 1QO S’ . Пусть 7г -  один из таких 
треугольников, G Cfflt , Предполагаем также Q 
настолько малым, что простые дуги, проходящие через 
особые точки компонент £ f  V  ЗУ и удовлетворяю
щие условиям свойства <£* , имели точки пересечения 
(если это имеет место вообще) в области iO , Обозна
чим  ̂вершины этого треугольника через А, & * С , где 

• АВ - е г о  основание.
Л е м м а  2. Не существует области такой, что 

образ /7  t y )  ее границы 0у ' принадлежит какой -  
нибудь вертикальной Прямой или -  подмножест-
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во AC U вс.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное и 

пусть Q* -  такая область. Тогда образ границы 
принадлежит какой-нибудь вертикали Л либо является 
подмножеством АО U В С в W -  плоскости . Поэтому 
граничные точки континуума 6 '* £($')< отличные от то
чек вертикали Ji либо от точек множества ACUB& долЖ' 
ны соответствовать только точкам из множества Р

Пусть имеет место первое. Будем пом етать две вер 
гикали, находящиеся вне множества S ' -  /($ ') слева и 
с п р а в а  соответственно от него, параллельно самим себе 
по направлению к континууму Q‘ . Тогда существует та
кое положение одной иэ этих вертикалей, когда на ней ] 
найдется граничная точка и/г5?\Л . которой может соот
ветствовать только точка Z e P n f  . Поэтому некоторые 
начальные криволинейные отрезки про^
той дуги £ (X) ,  расположенные внутри вертикальных уг
лов 4 )̂  и Cdjt (Z ) соответственно, целиком лажат в 
области д ‘ и, следовательно, их образы lii (v̂ ) и 
являющиеся (в  силу нульмерности р ) невырожденным« 
континуумами и находящееся4 в соогвогс гвуютих__уг-jtax _ 

•Л 1 {vs/) и £2  ̂ > '"должны принадлежать Q's f  (§'), .
Но ЭТО противоречит тому, ЧТО угол О. У! { \Ы) либо у го;
Cl2 (\Я) (в  зависимости от того, принадлежат точка W  

левой или правой вертикали) находится вне /}' (исключу 
вершину W )• _

Во втором случае будем перемешать углы ( vV</?
и (  vv^) с вершинами W* и VVj • лежащими слева и; 
справа от Q‘ s f(Q ') соответственно, и со сторонами, >'■ 
которые, не содержат ни одной точки множества $' и па? 
раллельны соответственно отрезкам АС и ВС, по вели— ; 
чине равные углу при вершине С треугольника & , ^
вдоль их общей биссектрисы, являющейся биссектрисой ’ 
и для угла при вершине , п о направлению к конти
нууму Р(д') .Т о гд а  существует такая первая точка ■< 
\fjg на биссектрисе, что на одной из сторон либо угла 

QiWoh. либо угла Q, (  We) найдется граничная точ
ка у#1 £, Q'\ {AC U ВС) < которой можэт соответсгво-
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вагь только точка % 'е Р п # '.  Рассуждения для криволи
нейных отрезков Р., (% ') и (ХО  расположенных внут
ри вертикальных углов (£ ')  и Ф% ( ‘£‘)  . аналогичные 
приведенным в первом случае, приводят и этот случай к 
противоречию.

Лемма доказана.
^ Л е м м а  3 . Компоненты открытого множества (У г  

“ /* Л ? )суть  жордановы области.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из собственности /  следует, 

что &<=.&, причем а \ а  отображается в границу тре
угольника д в  , Ясно также, что и т  с  а  . Теперь 
покажем, что граничной_гочке д $  могут с о о п ^ т с г ю в а «  
только граничные точки О,

В силу собственности /* достаточно показать, что 
множество С  не имеет 'внутренних4' граничных точек, 
т. е. граничных точек, являющихся внутренними точками 
замыкания О" . Действительно, пусть %в -  такая точка 
некоторой компоненты ^ &• О" . Тогда ясно, что некото
рые начальные части простой дуги # *а ) •
лежашие в паре вертикальных углов СО̂ (Хв)  (1-1^2) 
соответственно, находятся в замыкании области ^  , и , 
следовательно, их образы С и ( \а/0)  . г д е \ ^ *

лежашие в паре вертикальных углов ('*/а)
( I * 1, Я) ) должны принадлежать замыканию области 

д -  треугольнику, что противоречит свойству его г р а 
ницы 93.

Итак, в любой окрестности каждой граничной точки 
множества О" имеются точки, внешние относительной.

Покажем теперь, что замыкание ^ любой компо
ненты из (X не разбивает #  -  плоскости. Поскольку 
(У С. Ъ0  , т о и ^ е ф  . Кроме того, можно считать $  
односвязной областью, гак как всегда можно выбрать 
односвязную окрестность особой точки, содержащуюся .в 
$  , и поскольку теоремы о продолжении, носят ло

кальный характер, то эту окрестность можно рассматри
вать в качестве исходной области^ ) . Поэтому сущест
вует лишь одна компонента дополнения Сф , содер
жащая бесконечно удаленную точку и , Таким об-
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разом, достаточно показать, что Сф ~ ф в —
Допустим противное. Тогда либо множествоС$ 

содержит хотя бы однуограниченную ком поненту^ ' от
крытого множества С (У , либо ( С$'\ %)(\С& -  ф.

Если имеет место первое, го найдем ограниченную 
компоненту Я'С. СС? , лежащую строго внутри Я) , та
кую, что ее граница д%' -  континуум, все точки ко
торого являются граничными либо только для компонент 
множества О" , либо как для компонент множества <7 
так и для компонент множества С О  ■ отличных от 9

[в 3 * | ' л  -Образ этого континуума (в  силу нульмерности + )
есть невырожденный континуум, принадлежащий (13 силу 
собственности /  ) границе д (г треугольника £  . Из 
определения области р 'С $ \ 0  следует, что ее образ и 
полностью расположен вне треугольника 5 .

Здесь возможны только два случая:
1) множество р (д% ‘)  содержит лишь точки стороны

А 6 I ,
2 ) граница <?0образа  $ содержит точки боковых

сторон: АС и  , отличные от точек /4 И в .
Поскольку граница отображается в границу

96, то в. силу леммы 2 первый случай Невозможен, 
а второй приводится к противоречию аналогично второму •
случаю леммы 2 . _  г г  А

Пусть* теперь имеет место (е Г \ 9 )< \ С С Г *ъ , 
Тогда найдется ограниченная компонента ^  с  0= т (а )  
такая, что и имеет своей границей конти
нуум, все точки которого являются граничными либо 
только Для ^  , либо для у  и для других компонент 
множества (Т. Выделим подконтинуум Я1 такой,
что С  . Поскольку Р  -  нульмерное множество,
то можно выбрать открытый круг Ц (  Ха) с центром^ в_ 
точке Хф €  , содержащий лишь точки множествами#^
такой, что 9 будет однолистным на нем. Легко ви
деть* что образ (  ( ~ )  ' гдв
€ д б  ) содержит точки >Ы ф & • что противоречит са
мому выберу круга Ц (  Хв)  .



Наконец, покажем, что каждая компонента^
*  $ * (6 )  является жордановой областью. Так как ф 
континуум, не разбивающий плоскость, го дополнение 
к *  СО (до расширенной плоскости) есть односвязнаы 
область, граница которой $к  совпадает с границей д$- 
области ф. . Эго следует из того, что у, не имеет 
''внутренних' граничных точек. Пеэгому достаточно до
казать, что д к есть простая замкнутая кривая.

Предположим противное и пусть -кон-

тинуум конденсации { 7 ] ,  где Ц с Э } ,К п с д ?  «
К * ПК. »  *  ДЛЯ т Р  П . Поскольку Р  -  нульмерно, 
то можно выделить открытый круг с центром в,
точке X* € К . в котором Р  однолистно, причем гак , 
чтобы множество к ' -  а  разбивало круг на две
части. Ясно, что, начиная с некоторого номера Па , 
Х'п *  Ц П Кп ~ <Р (п>/гау . Очевидно также, что

Л пх*'п  -  * ' * где *п> *"<=
(т  Ф П) . Образ РСа ')  я  Я'с: дО представляет собой 

ломаную, причем & * С. Р ( К ( X ' ) )  я (  (  к / Х ' ) )  • Пусть Л, С  
СЛ‘ П Р ( К(ХО) -  отрезок. Построим открытый круг 
Н'Ыо) с:Р(Х(х')), где */в> а'д ‘ -  его центр и диа

метр соответственно. Рассмотрим /*" (К'№р))=№/з£}£~и{Х‘)  
-  топологический круг ,  где \Л/д -Р {Х д )  £  Яд  • Посколь
ку Р однолистно в_ _щх0)  <С к (х ) И Яд С. р ( ТО 
Р 'Ы в)пЩ > ) *  И"ФФ  • Таким образом,
Р (И  )  «  Л*. и» начиная с некоторого номера Па ,

ОХ'п* ( т а к  как Ц "С  X  -  континуум кон
денсации), причем Ц*т (\ И*л — <р для тф Л . Отсюда

и из того, что ■ и Г .) С 9 0  , следует, что № п )^ я '. 
Но это противоречит однолистности Р в топологическом 
круге Ц{ХаУ.

Лемма доказана.
Пусть $ с р 1( ( * ) , Р (0 и В  и ВдйРпР & )/  

Эй ПР/) Р'*/6) Ф Ф • Рассмотрим точки Я н / . г д ь  
а '€ д 1 п Р п Г Ч А ).8 е д $ < \ 0 (\ Р 'Ч Ъ )  . ясно, что 
отображение (  обладает свойством /2* в точках Д и &
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причем е ю п д  = Ф  -  Ф  . Ш М г ®  -  *  .
( р / а ) п е 1а )  = Ф  (в сипу выбора треугольника 6> ) • Ил 

двух ДУГ> на которые разбивается граница Эф точками 
О к 8 , назовем левой ту, которая вместе с простыми 

дугами {}/£!) и ёг(ё)  образует замкнутую криволиней
ную полуполосу так, чтобы последняя не содержала 
всей границы .Т о гд а  справедлива следующая лемма.

Л е м м а  4 . Пусть точка а1̂ (5о\(/зи8)) О Р  
где а1 -  левая дуга (в указанном выше смысле) на гра
нице . такая , что е Дв  • Тогда либо
ег (о?) пР ,/а ')ф ф  , либо ег (а ')п ? 1 (ё )? Ф .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условий леммы ясно, что 
Р$(а ')П $~Ф  . Проведем вертикальную прямую & че

рез точку Л 7. Покажем, что , по крайней мере, одно из 
ьгножеств а а '\  а '  ■ 8а '\  а '  ■ находится целиком в 
правой полуплоскости относительно вертикали Д и не 
имеет общих точек с последней.

Предположим противное. Тогда возможны только сле

дующие случаи: _ _
1 ) множество 0 8 \ Л1 лежит в левой полуплоскосчи

относительно вертикали /  и (й£\О1)  /7Л — Ф,
2 ) (5 $ ,\ а 1)П £  Ф Ф * ( Г а ' \ 0 ! . ) П й  *  V I
3 ) множество а а '\ а ‘ (либо &а' \ а ')  находится 

в левой полуплоскости относительно вертикали 4» %
(аГа1\а')01,1ф{пи.бо( § а '\ а ') п и - ф ) * ( 8 а '\ й ') п ф  (ли

бо ( оГа' \ й’УПй ф ф).
Поскольку а !  “  левая <в указанном выше смысле) 

дуга на границе &а «  простая дуга ?2 (а 1) находится в 
правой полуплоскости относительно вертикали А , то в 
каждом из упомянутых случаев, как легко видеть, будет 
обязательно выполняться: ^  (а ')  П ^ Ф  • Но эг0 противо
речит условию леммы.   . з--- /

Итак, хотя бы одно из множеств Ой' \ О , 63* \ Д 
лежит в правой полуплоскости относительно и/)Не, Т1е~ 
ет Общих точек с А . Тогда ясно, что либо $'П?г(а)?ф, - 
либо а «П и а ')Ф  Ф . где V  -  замкнутые жордано- 
вы оадасти такие, что (?£'<= А и и е, ( а ) ,  д9 ' П
пе^'аХФ . а'е и Ъ 'сА и * ?  и е, (8), * а
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П ьахф, d 'edg*  , Отсюда и на того, что в точке 
Я' отображение (  обладает свойством £v , причем 

egtu’)n f  -  Ф и 5 7  -  левая (в указанном выше 
смысле) дуга на границе следует, что либо 6  Ы)й 
Ütf{OL\î ф либо eg if ( f )  '4 Ф.
, Лемма доказана.

Понятно, что аналогично можно ввести понятие пра
вой дуги на границе д и доказать для нее соответствую
щую лемму. В этом случае уже будут фигурировать соот
ношения 4 cm a ft (a )f Ф , д  т  n it i t )  ф Ф-

Обозначим через CtPff степень отображения 
где -окружности 6 V  отрезки или плоские
жордановы области [ 8 ] .

Л е м м а  5. Если при отображении окружностей 
■ ‘ 9  S имеется, по крайней мере, одна точка взаим

ной однозначности , то степень этого отображения равна 
1 или нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отображение /  можно пред
ставить как суперпозицию двух отображений о (fr . где 
ф -  отображение отрезка Ср. 93 в себя со свойством 

Clr(CtoS)С ДU6 | а отображение Ф цклэиваег крайние точ— 
ки SP{a) я ¥ ({ )  . Степень отображения /  сонпадает со 
степенью отображения ф , которое легко вычисляется :

л алЛ Г  j «  00,1,1 Ÿ to ) *  a , t f ty *  f,
Ci eg(j/а <- 1, если <HS)*a,

l  О, если ф (Д) s a t h
З а м е ч а н и е .  Если отображение f  в'условиях лем 

мы является монотонны^, то степень этого отображения 
может равняться только +. 1.

Л е м м а  в . Если прообраз некоторой дуги окруж
ности 6 при отображении f iS 1-*- S1 связен и не сов
падает с 8 1, то степень отображения Р равна ±  1 
или нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует на того, ‘ что этр отоб
ражение гомотопно эквивалентно [  8 ]  отображению -лем
мы 5. Достаточно стянуть эту дугу и ее прообраз в точ - 
ки. При этом степень в точности равна степени отобра
жения прообраза на эту дугу. ’
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* Если для произвольного достаточно малого треу
гольника из системы (й ) для всех компонент прообраза 
степень отображения больше или равна нулю, то соглас
но критериям существования локальной степени [  9 ]  для 
произвольных точек существует ло
кальная степень отображения р-(Х) > О , и, следова
тельно, отображение /V внутреннее на Я  . Поэтому, 
так как мы предположили наличие особого множества Р  , 
существует треугольник 0 из ( Д) и компонента его 
прообраза отображающаяся на Ос с отрицательной сте
пенью. Зафиксируем эту компоненту Г -  Тогда для нее 
справедлив ряд л ем м .

Но, прежде чем приступить к формулировке этих 
лемм, необходимо заметить следующее. Пусть ориен
тация границ дф и дВ  задана положительной ориента
цией областей а а в . Далее, поскольку Р  -  нуль

мерно, то точки множества Р л д р  можно покрыть сис
темой малых замкнутых дуг/(5/] (  £ = 4, 2, 3, .. .) так,
чтобы , где через /Га С У - 3,, .^
обозначены невырожденные интервалы (дуги),не содержа
щие точек множества Р  , смежные к дугам . Эти  
интервалы в дальнейшем будем называть регулярными 
интервалами. Ясно также, что с самого начала можно 
выбрать конечную систему покрывающих дуг.

Так как из условий теорэмы следует, что отобра
жение Р & дополнении ф \ Р  является внутренним фик
сированной ориентации в каждой его  точке (не нарушая 
общности можно считать ее положительной) и любой ин
тервал точек множества р  не содержит, то ограни
чение Р на регулярные интервалы границы будет ка 
герентно ориентировано. Поэтому степень отображения 
всякого регулярного интервала также является положи- 
тельной, т . е. йбр ~ +1.

Итак, справедлива следующая лемма.
Л е м м а  7. Множество $ {А)()дфА Р  состоит из 

одной ТОЧКИ. -1
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку компонента ^  С  С/з 

г  Р'1( 0 ) отображается с отрицательной степенью, то

118



найдется компонента S i  (гд е  $ (а )*А  щ М > * 6  )МН0~ 
жества f  4/AÔ) »а  жордановой (в  силу леммы 3 ) грани
це д такая, что OlBQ- s ~ 1 ■

Точки a je. P .  Действительно, допустим, что один 
из концов дуги я  , например, О , есть регулярная точ
ка и пусть при движении по границе 3$" от точки Û к 
точке §  область ^  находится слева. Тогда рассмотрим 
регулярный интервал 5: такой, что Э О и jÇ’GQp.
Такой интервал всегда можно выбрать в силу того, что 
a f p .  Поскольку Cteÿ У£2 s '  1 и f  выбРан как регу

лярный интервал, го степень отображения ?(jp" должна 
быть отрицательной Но эго противоречит
тому, что степень отображения всякого регулярного ин
тервала строго положительна.

Докажем лемму от противного и пусть точкаД£Ч 
такая, что а'Ф  а  и f/ a 'i*  А.

Точки в  и /  расположены на границе df- гак, что 
простые дуги ita U  М )  лежат вне области р и 4 м л  
п е, (ё)~ р, е2т  п е, а )  »  ф . Это легко следует 
из того факта, что для точек a , i  e Р  {те f (а) *  4  и 
т  -  6  ) выполняется свойство 'i1 и отрезок # 3  на
ходится на вертикали.

В силу предположения и свойства & простая дуга 
Н а 1]  должна находиться вне области Отсюда и из 

леммы 4 ясно, что возможны следующие случаи, взаим
но исключающие друг- друга:

1 Ф;

ъ )Ы ём *м -*Ф '.
4)/t/8')û
Покажем, что все эти случаи противоречивы. В са

мом деле, пусть имеет место
Случай 1 ) .  Тогда образ любой точки множества 

Л êj {S ) должен находиться как внутри угла 
так и внутри угла  £2^/£ )ли бо  быть гонкой А 

или точкой Ь  • Но эго противоречит тому, что углы  
£11 {А) и £2f (8 )  . в которых лежат целиком обра

зы / / ; )  соответствен-
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йо, имеют разные вершины (соответсгвенно /4 и £> ) 
и находятся в разных полуплоскостях, на которые раз
бивает У'/ -  плоскость прямая, содержащая отрезок 4 В.

Рассуждения для точки множества ана
логичные приведенным в случае 1 )  для точки множества 
ё,(а ') П * , ( ! ) .  приводят случай 2 )  также к противоре
чию.

В случае 3 )  точка Я £ Об . Действительно, пусть 
это не гак. Так как ~ '  / ’ го найдутся точ
ки Х € Р п а !  такие, что Р{%)4 А О 6  . . В силу свой
ства Ф и того, что((ЁИ\л л Ъ правые криволинейные 
отрезки £^(Х) простых дуг 1(х) , проходящие через эти 
точки X . будут находиться вне области Кроме
того, справедливо е1 (а ') П Ь т Ф  Ф н г, (ё ) Щ (а ) -  Ф, 

Отсюда и из леммы 4 следует, что 
должно выполняться, по крайней мере, одно из соотно
шений Рассуждения

для точки множества 1 (̂Х) /) £1 (й )  либо для точки мно
жества Ь (т е ,1 Ь  , аналогичные приведенным в случае
1 ),  приводят к противоречию. ... ._

Поскольку О и й 'с  л д . ({(Х )-Р{я') -  А • А В
и непрерывное отображение $ в дополнении # \ Р  яв
ляется внутренним, то найдется такая точка С г чт0 
Се Р п (а а '\ (а и а '^ Ш и / / * ? -  С /  А . Следова
тельно, через точку С проходит Простая дуга с(С ), ко
торая лежит в паре_вертикальных углов •
Так как Р(С)=СеШ \ А . то в силу выбора треуголь
ника & В свойства <Л , ясно, что правый криволиней
ный отрезок £/( С) простой дуги £ (С) , расположенный 
внутри соответствующего угла > должен находить- -
ся вне области 9 и поэтому будет пересекать левый 
криволинейный отрезок В1 (  а ' )  простой дуги £ (< х ') ПО 
непустому множеству. В самом деле, проведем верти
кальные прямые через точки О , а\ С . Вертикали, про
ходящие через точки (X и а ' , отличны друг от друга, 
причем та, которая содержит Л! , лежит правее (пос
кольку а ф а ' И ?г (й ) п Р, (а ') Ф Ф ),. В силу выбо
ра точки С ясно, что либо Р2/С)ЛР/а/)Ф р  < либо (с )
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имеет непустое пересечение с гой частью дуги ,
которая лежит в левой полуплоскости относительно верти
кали, проходящей через точку й 4 . Отсюда и из того, 
что В,1С)П$ -  Ф , следует, что вертикаль, содержа
щая точку С , находится левее вертикали, проходящей 
через а 4. Поэтому $  . Рассуждая, далее,
так же как и в первых двух случаях, но только относи
тельно точки множества gj/C) ПBrftX1) ,  получаем проти“  
воречие и в этом случае.

Итак, рассмотрим последний случай. Поскольку 
4 /а)пft/S) - ^  (а) п €,//;*ф  и из того, что
t i/а') Ф ^следует а'еяВ  . ГО в случае. 4 )
a 1 f  a t  * Дуга а а' » расположенная на жордановой 

( в силу леммы 3 ) границе и несодержащая точки i , 
либо содержит точки Э  такие, что А . либо
С а а '\ (аиа '))пР*Ф  • Пусть имеет место первое. Т о г

да найдем точку Z 'e P f lS o 4 такую, что f (Z ')  #_/) .
Здесь может быть или ■P(Z/)€  /48 \ А или Р‘(я 4)*(ВЬцЩ \А. 
Если № )* л Ъ \ А ,  то правый криволинейный отрезок

простой дуги Р/Х4) , ррохощящей через точку я*' 
будет находиться вне цбласти ф (в  силу выбора треу
гольника (х и свойства ) и, следовательно, должен 
(по тем же соображениям, которые имели место в с л у -  
чае 3 ) при доказательстве того, что Л
пересекать левый криволинейный отрезок г, (а )  простой 
дуги по непустому множеству, Рассуждая далее так 
же как и в случае 1 ),  но только относительно точки 
множества приходим к противоречию.

Если же P{X<)€ (iVufC )\^  го ясно* что левый 
криволинейный отрезок p1 (gt) простой дуги P(z!) будет 
находиться .вне о б л а с т н о й , следовательно, должен (по 
соображенияц изложенным в случае 3 )  при доказательст
ве ) пересекать по непустому множе с т -
ву правый криволинейный отрезок Р2((Х4)  простой дуги 
?{*<)■ Рассуждения относительно точки множества 
Pt(Ct')i1 gf fa4)  совершенно ан&погичны тем, которые про

водились в случае 1 ) .  Поэтому также пришли к противо
речию.
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Таким образом, (аа>\ (аиа '))[)рл  ф . Но тогда 
дуга QL Л1 -  регулярный интервал и дает положительный 
привзнос при подсчете степени отображения, причем

Поскольку компонента отображается с от
рицательной степенью, то найдется, по крайней мере, 
еше одна компонента 0^1“ (где Р(а'')~А и ■?(&") = 5 ) 
множества на границе такая, что te$fla & s ~U
причем a»g'i ф а й 1*

По тем же соображениям, что и дня дуги в S , име
ем теперь для йЧ "  И а}  следующее. Точки (к\ i*  € Р  
и S1 ^ Bt (Я V  n?tl£ " )-  & . а также

е , т а к т * # л . b i r t n  4 //;* ф и 4 //*) /> - г г
Л ?)1С0‘ ф, P tlS ') Пч lot) ~ ф . Кроме того, на дуге а "б1’ 
найдутся точки хе Р  такие, что if о ь  (в силу то
го, что ~ i  ) и, следовательно, правые
криволинейные отрезки I t  (2 ) простых дуг i t  10. проходя
щих через эти точки Д' , будут лежать вне области ft , 
Отсюда и из того, что , видно, что в силу лем
мы 4 должно выполняться хотя бы одно на соотношений

Рассуждая
далее относительно точки множества либо
точки множества ig(X.) ft S, (tit1*) так же, как и в первом 
случае, получаем противоречие.

Тем  семым лемма доказана.
З а м е ч а н и е .  Аналогично доказывается, что мно

жество f 'W n f y a P  состоит из одной точки»
Л е м м а  8 . Прообраз точки А нв содержит регу

лярных точек на д$-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Воспользуемся для подсчета 

степени формулой 0/W FsJ r ttx  , где }УХ) -
локальная степень отображения [91  . По предположению 
для £; с одной стороны atPjj f  - - t  . Тогда
имеет место равенство

-1  * л*/а) * %  „  „  f/x).
xtet
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Но гак как в)*~1  . а « ля регулярных точек 
>  О го эт0 равенство возможно лишь тогда, ког-

па Г 19/Л)П Н  HS содержит регулярных точек.
З а м е ч а н и е .  Аналогично доказывается, что про

образ точки А не содержит Регулярных т о ч ц  ка dfr.
С л е д с т в и е .  

из одной компоненты , причем a£$r/jfg *- “ 1.
Для завершения доказательства теоремы нам потре

буется теперь следующая лемма.
Л е м м а  9. Не существует к о м п о н е н т у ^ * т « 6

границы образов которых не содержат одновре

менно точек А и __  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противн°е, и

п у с ть «  С  С?" такая компонента, тогда Щ  f/f-= °  • Иока-  
жем, что граница образа этой компоненты обязательно 
содержит одну из вершин fl или 3 треугольника G .

■ В самом деле, возможны следующие случаи.

1 ) граница образа ^  содержит лишь точки

боковых сторон: АСО&С; Га,
2) граница 0?(9) содержи*, лишь точки СТ0Е°Н“ Л ^
3 )  граница Л^/Лсодерж иг точки как из /АСОВС}

гак и из А&\(ЛОв);
4 ) 'Bf(f)  содержит среди граничных точек либо

только А , либо только 3.
Поскольку граница отображается в границу Л г  

то первые два случая невозможны в силу леммы <г.
Невозможен и случай 3 ) .  Эго легко следует из то

го  Факта, что непрерывный образ границы жордановой 
(в  силу леммы 3 )  области S f  является связным.

Таким образом, имеет место только последний слу
чай. Поэтому Щ )Ф й  • Отсюда и из того, ч гогр ан и - 
ца дЯ- отображается в границу д& . следует, что суше 
ствует одномерный континуум граничных точек: аЩ) ■ 
Проведем прямую Л j  параллельную отрезку AB . ч е 
рез такую точку 99, чтобы множество
f 'V А) л О не содержало компонент, делящих более 
чем на две области. Это можно осуществить, поскольку 
совокупность множеств уровней, содержащих компоненты.
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которые разделяют более чем на две области, может , 
быть не более чем счетным множеством f i o j  . Пока
жем, что множество f "1С Л ) в компоненте р. представ
ляет собой систему невырожденных жордановых д у г { Ai J 
( i j f  4,2,3,,.,)с концами на границе 9$-

Действительно, замкнутых кривых в Ц , образы 
которых находятся на А О f  (ф) • не существует в силу 
леммы 2 .

Заметим также, что нет и одноточечных компонент 
множества / 'Y А )  в компоненте ф . В самом деле, 
пусть эга не так и найдется одноточечная компонента 
Предположим сначала, что gf -  регулярная точка. Т о г 
да выберем регулярную окрестность 2/, точки Х1 и рас
смотрим множество (\ Л )  . Поскольку
И1 выбиралось как регулярная окрестность, го это мно

жество представляет собой простую дугу, проходящую 
через точку ttf . Но эго  противоречит тому, что 8^ -  
одноточечная компонента множества / ” V Л),

Пусть теперь X, € Р . Для простоты изложения 
дальнейшего доказательства леммы обозначим через Hf  
и Hg те подмножества образа f(£ ), которые находятся 
соответственно слева и l iправа относительно прямой Л . 
Ясно, что ^  является внутренней граничной точкой не- 
когорЬй компоненты fa , либо множества Г  (Иг) , либа 
множества Но тогда некоторые начальные криво
линейные отрезки Ь (* ,)  простой дуги i ( * i ) .
расположенные в паре вертикальных углов Cù (̂Zf) ( i -  i l ) ,  
целиком лежат в , и поэтому их образы ( W ,) и

(здесь ). являющиеся' невырожден- :
ными континуумами (в силу нульмерности /  ) и находя
щиеся в соответствующих углах £1* (Щ ) (£ s *t ‘О , долж
ны принадлежать Но это противоречит тому, что
угол или угол Л /  (>Ы,) (в  зависимосги от того
находится образ /^у^справа или слева относительно пря
мой А  ) лежит полностью вне Исключая верши

ну w * >. .,л
Итак, нам осталось показать,' что множество т(Л){щ
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не имеет неразделяюших компонент и компонент .кото
рые содержат неразделяюшие подконтинуумы i Ю  J . Дей
ствительно, пусть эго не так И такая компонента
либо неразделяюйшй подконтинуум какой-либо компонен
ты Тогда ясно, что точки множества Д , являются 
внутренними граничными точками некоторой компоненты 
q либо множества f “ V t f f )  , либо множества t I ”2) • 

Далее, рассуждая так же как и в случае одноточечной 
компоненты Х ,£ р  , мы получаем противоречие.

Таким образом, множ ество/ (Л ) Пф есть систе
ма невырожденных (жордановых в сипу леммы 3 )  дуг 
\ Я-\ 11 z 1,2,3, концами на границе и$- Ясно, что 
э т о  справедливо для любой прямой А , параллельной 
отрезку Ab и проходящей через такую точку te a t if )\<7<г, 
чтобы множество ГУЛ)П$ не содержало компонент, раз
деляющих й. более чем на две области. Л'1/Л\ла

. Теперь рассмотрим одну дугу Л множества + 
такую, что Я / lP M  Так как отображение f  является 
внутренним в А\р, а Р -  нульмерное множество, то, 
как известно, из [4 3  Р(ЛПР)?№ \Р)« « а компакте 
777\ С. А существует множество £  всюду второй кате- 
горки ( н а ® ) ,  для каждой точки W  которого наж ег
ся бесконечная последовательность | gn j  точек ^  к л г  
таких, что Возьмем произвольную точку W f
£ £  Л и выберем две регулярные точки из \Ялу
Обозначим их через J и £  . Выделим окрестности • 
II С. 4 , Щ C. f  для точек я и £  соответственно такие, 
чтобы в них f  было однолистным , и рассмотрим t 
где М С  f{U9) n f  Ши) -открытый круг с центром в 
точке W  . Множество f'U U ) в окрестностях Щ и Ufr 
представляет собой открытые топологические круги -  
две жордановые области, которые обозначим соответст
венно через kn и Uи,, причем ]£  Uq , • ПР ° "
ведем радиус Q в круге Ц так, чтобы он был паралле
лен оси абсцисс W  -  плоскости и находился справа от
носительно прямой А  . Второй конец радиуса S обоз

начим через W . __Рассмотрим множество/ ^ f f l  в жордановых областях



°-но представляет собой две простые дуги 

^  и ^ ' гав ^ . Поскольку
^  ^ **/ * го ясно, чго и 5 ;' лежаг в компонен

тах множества Г 'Ш -  т °чки * '  в - $■' не могут нахо 
дигься в разных областях, на которые разбивается ком« 
поненга ^  простой дугой Л , Так как в противном слу
чае ;? была бы совместной границей двух компонент 
множества /  (  //г ) , а эго, как показано в лемме 3,
невозможно,

Покажем, чго точки X ' и * '  находятся в одной 
компоненте множества Г 1(Н*У. Если это было бы не 
так, го тогда X и $•' в .области £  отделялись бы 
некоторой компонентой .2 , множества ? ‘1 ( А), отлич
ной от дуги X , и, следовательно, Ц.П (Л и  'Гх!ОУЪ,)фф 

.Но это противоречило бы либо тому, что £  -  простая

г однолистно на

*-» лимпиненге множества Г Ч Н Ц .  в которой ле
жат точки і '  и £  , соединим Х ‘ И непрерывной кри-

^  ЧГОбЫ Г п ( л̂ ) '  Ф • Отсюда ясно, что 
образ /у/ у  находится спр'ай^ относительно прямой Л  
причем £(Р)(\Л*Р, Тепэрь проведем прямую /Г , парал
лельную отрезку Л Д  справа относительно прямой 4  так, 
ЧЇЮ ы г (Л ) /)£* не содержало компонент, разделяющих 
• 9̂ более чем на две области [ Ю ] а  Р (Г )п К  -  0 ,
Л  {\ Ц Ф т • Тогда легко виД^ї'ь, чго найдется ком-* 

понента Л множества / ‘ / Л ) -  простая дуга в «  , ко
торая бы отдаляла дугу Л от кривой /» , Отсюда сле
дует, чго ХҐІ Ч Х̂ Ф Ф ф ф . Так как (
однолистно на $ 2 < и и * ,  , Где Р(Л<)=Р/уЪ ')2 Й 
го каждое из множеств *  П уХ* и £  Л представ
лйег собой точку. Обозначим эти точки соответственно 
через X и £* . Ясно также, что чу?

Теперь рассмотрим открытый криволинейный прямоу
гольн и к ^  границей которого служат простые дуги я % , 
¥£> ^  . Обозначим его через П  . И о ск о ль - ‘

ку множество т (Л ) П О- представляет собой систему 
невырожденных жордановмх дуг с концами на г раніше
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и отображение /  однолистно на 9р[ и (где/ф 2 ’);5

?  Р (у ч ) ~ 'Н'Ы/), ™([к'Ч)(\('ЧЛ)*ф,(ц$\У)(\?УЛ)*р,
и,следовательно', прямоугольник Л  точек множества 
Р~1(А )  не содержит. По этим же соображениям П  Н0 
содержит и точек множества г и ю .

 Д алее  проведем прямую А1 , параллельную отрез
ку А В , так, чтобы А ' находилась одновременно спра
ва относительно л  и слева относительно $  , причем, 
очевидно, А 'п  чм ' ф Ф * Покажем, что прямоугольник 

Л содержит только одну простую дугу множества/'/Л ), 
которая имеет своими концами точку из и
точку из Обозначим ее через Яд . Ясно,
ч т о й ^ С  Д у , где £ ' -  компонента множества.

Исходя из тех же соображений, что и для прямых 
А и Я ’ . можно отметить для А ' следующее. Множест

во / 'У Л ^ Л Я  не, имеет одноточечных компонент, неразби
вающих компонент и компонент, которые содержат нераз
бивающие подконтинуумы, а также замкнутых кривыхлри— 
чем каждая его компонента состоит из жордановых (в си
лу леммы 3 ) дуг с концами на^граниие 9$-. Кроме того, 
так как /  однолистна на 1рС и где £(>1 Х)я  Лу£/-
— > го К£*ждое из множеств (7х\циг))а(ЧА'У '

ПР’,(А /)  состоит только из одной точки. 
Обозначим эти точки соответственно через Х1 и . От
сюда следует, что прямоугольник П содержит только од
ну простую дугу Яд с  р '1 ( л ')  с концами Х/ и *1 соот-*- 
ветственно. • .

Итак, криволинейный прямоугольник П полностью 
покрывается такой системой непересекакицихся простых 
дуг, что их образы представляют собой систему непере
секающихся прямолинейных отрезков, которые, в свою 
очередь, полностью покрывают образ ( (  (\)\ при этом 
из любых двух таких дуг га, которая находится левее 
(или правее), переходит (в  силу того, что /  однолист
но на '.{Х и ) в отрезок, лежащий левее (или правее) 
среди двух соответствующих отрезков» Обозначим эту 
систему дуг через , где

Необходимо заметить, что криволинейный прямоу —
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гольник f f  . как видно из предыдущего, не содержит , 
множества ветвления 5 в , <Как известно, множеством 
ветвлений St  называется множество точек, в которых 
отображение Р внутреннее, но не является локальным 
гомеоморфизмом). , Г1

Пусть, далее, Рх -  Р П Ях  * о  °?.коп
ку множество Pfl ft замкнуто, го^ЛШ  ft. С. УХв . но в 
силу нульмерности Р найдется точка £ У . кого
ьой О \ £i'm pv ф ф . Поэтому существует подпосле-

J U a & iS ck  V { Н & Л “ ' ЧТ° М0ЖН° ВЫДвЛИГЬ
а свою очередь (в  силу*нульмерности Р  ) последова -  

тельноеть интервалов / fch*rJt • г« е fie х* и *1 П
n l > * f , r . c * b  * * Г * Г , М ф .

Известно [ 4  3 , т ((Г ,\ П  С ((Г ,П Р )  . « « а » -
дется такая точка Qt е Pi ft ) множества B iэрой катего
рии (на f(ITo) ). чго существует последовательность 
{/ / , }  точек г п efo\ Р  гаких^ 4roJ{Za)1= W  . Возь
мем две регулярные точкц 2, и 7/ аа{*п) в Д> J■ 
берем для них регулярные-окрестности Цг .
sg i?« такие, что 2?f C\%xt <r$a 14 * ассмог-
рим ?& )П Р(ЯАэК -  Открытый круг с  центром В гот- 
ке V? и ег0 прообраз f  1 ( li) в окрестностях 
который будет^состоять из жордановых регулярных оо~  ̂
ластей \!f и Vf соответственно. ^  «

Найдется такой номер ^  , чтоЦ̂ С | Ъ̂ ) и <»
0% Р Ф * Отсюда следуe i, что интер

вал Л . имеет хотя бы две точки, отображающиеся в од-  i 
ну точку. Это противоречит тому, что ~ регулярный
интервал (поскольку точек множества Р  не содер
жит и в Л нет точек ветвления).

Лемма тем самым доказана.
Теперь мы покажем, что степень отображения на 

всех компонентах в С  C X z P 'U G )  неотрицательная, что и 
будет искомым противоречием нашему предположению. 
Итак, справедлива лемма. ,*•„

Л е м м а  Ю . Для произвольной компиненгы y e t / - -

d*$ Щ ъо-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем лемму от противного.

Допустим. что f/f г  0  . Тогда в ™ g f i S Z H x
из лемм 7, 8  имеем следующее. Множество -МП* (ЛВ) 
состоит иа одной компоненты (Ц  , причем •
Множесгво Р С\ а $ -  нульмерно. Поэтому ag\ Р /  0 • Мы 
можем p a c c M . r p . ^ / i ?  . »  о « « , » « « . .  
го  отрезка [a, S ]  в отрезок [ $ t А 1 > А О • 
что необходимым и достаточным условием того, чтобы 
непрерывное нульмерное отображение . заданное на о т »  
резке, являлось строго монотонным, есть отсутствие 
локальных нестрогих минимумов (соответственно.локаль
ных нестрогих максимумов). Покажем, что отобража- 
ние f  на а ?  является строго монотонным, а именно, 
монотонно убывающим (в  нашем случае). Тем  самым 
получим противоречие с тем, что на интервалах регуляр- 
ности Л  «= Я  отображение. £ является строго возрастаю

щим (поскольку
Покажем, что отображение / на Of  не имеет ло

кальных нестрогих минимумов. Докажем это тоже от 
противного. Предположим, что имеется, по крайизй ме
ре, один нестрогий минимум отображения Р на • 
Обозначим его через Ясно',' что Ст(п€Р •
помним, что точка СЫ л 6 * 8  называется точкой нестро
гого  локального минимума отображения Р , если сущест

вует такая окрестность Ш ^ ) Г0ЧКИ 
всех точек Z e U i C ^ )  выполняется неравенство ?(К. 
ж / / А ,. ),

Рассмотрим отрезок CiCm a  . Поскольку отображе 
ние / на отрезке 0  Ст.п является непрерывным, го ,

я на достигает своего намвньшегокак известно,, f  на а доспи ев
значения. Обозначим его через ЫпСл ■ Так как в то 
ки А и б  отрезка отображаются соответственно то 
ки и 8 , Причем (в  силу лемм 7, 8 )  единственные

иа »7 , C m ;  -  “ “ Р » “  “ ВИ“7 М’ ”
ясно, ЧТО д/т -л ( Я * м ы  \  Л" 11 ТО е  'о  и
нестрого минимума. Осевидно также, что <Xmin € Р  <

* V f t )  «• и ™ «*

г . к » «
то найдегся, обязательно, компоцьи



которая отображается на весь отрезок т .  Эта компо
нента должна содержать точку, отображающуюся в точку 
А . В силу лемм 7, 8  О -  единственная на точка, 

отображающаяся в А . ГЪэтому точка Q должна при -  
надлежать компоненте множества г '/ т  . которая отоб
ражается на весь отрезок , Обозначим эту компоненту 
через ас/. Очевидно, что ос/ -  единственная компонента 
такая, что Pt ttin* лЬ, P/a) S А . PU ) -  Ф , Ясно, что 

jOrctofla же следует , что нет компонент 
множества Р'ЧАЩ, отображающихся ’ на №  со степенью 
+ 1*

Покажем, что нет неодноточечных компонент мно
ж ества которые отображаются в АЮ со сте
пенью нуль. В еамом деле, гцюведем через точку tO пря
мую, параллельную стороне ВС треугольника О , и 
выделим треугольник Q1, отсекаемый этой прямой и 
имеющий в качестве одной из вершин точку fi . Рассмот
рим множество $ (i G').

Поскольку ûlêÇ. f/ÿ 2-1  й точки 0,Р  * отображающие
ся в точки ft в 5  соответственно, единственные на 
г р а н и ц е ^  (в  силу йемм 7, 8  и их следствия ) и так 
как граница отображается в границу §ô,_ то множест
во й состоит из одной компоненты, отображаю
щейся на Q1 со степенью -  1 , и таких компонент, отоб
ражающихся в Q' , границы образов которых не содержат 
точки /f • Ы° согласно лемме 9  последнее множество 
комйонент пусто. Поэтому f  ûP" 1 (  û ') состоит из одной 
компоненты, отображающейся на Q‘ со  степенью -  X Итак, 
нэт неодноточечных__компонент множества 
отображающихся в ДД) со степенью нуль.

Так g f^  £ р  и поскольку
компонента сШ , отображающаяся со степенью -  1;по 
леммам 7, 8  не содержит никаких точек, кроме С/ , кото
рые бы отображались в точку $) , то $22 ЫщСл • ^ но ~ 
жество ("'(пЬ) лёГ( не содержит неодноточечных компо -  
нент, отображающихся со степенью нуль, и компонент , 
Отображающихся со степенью + Ï .  Э го противоречит то
му, что концевая точка d  отрезка ôTot является точ
кой локального нестрогого минимума.

Таким образов, Р на g f точек локального нестро- 

1 3 0 .



го го  минимума не имеет, а поэтому ограничение
строго убывающее отображение^ гак как

Лемма 1 0  доказана, и тем самым завершено до
казательство теоремы.
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