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К теореме Харди и Литтльвуда

В. А. Б о р о д и н

Пусть G — односвязная, ограниченная область в комплексной плоскос
ти 2 . Будем говорить, что функция f ( z )£Hs (G), 0 <  s <  1, если fix) удов
летворяет условию

| f ( z ) - f ( z ' ) | « M | 2 - z ' | ‘, г,г'&, (1)
где^постоянная А не зависит ни от 2 , -ни от г'. В случае, когда G — единич
ный круг, Харди и Литтльвуду принадлежит теорема, дающая необходи
мые и достаточные условия принадлежности аналитической в круге функ
ции /  (г) классу Hs (0 <  s <  I).

Т е о р е м а  Х а р д и  и Л и т т л ь в у д а  [1]. Для того чтобы функция 
/(г), аналитическая в | z | <  1, была непрерывна в | z | < l  и на Ы  =  1 
удовлетворяла условию Липшица

|/(е !'е) - / ( е ‘01) |< Л |0  — 0,1% 0 < s < l ,  (2>
необходимо и достаточно, чтобы в \ z | 1 выполнялось неравенство

\ f ' ( z ) \ < B ( l - r ) s- \  г =  \ z\, (3>
где постоянная В не зависит от г.

Доказанная ниже теорема 1 является обобщением цитированной тео
ремы на специальные локальные модули непрерывности и играет важную 
роль при доказательстве основной теоремы 2.

Пусть фиксированные числа 0*,. . .  , 0*, y,8l, . . . , 8 k удовлетворяют 
условиям

0;. £ [0, 2я), 0 <  у <  1, 0 <  у -Ь б/ <  1, / =  1 , 2 , . . . , * .

Рассмотрим функцию a)0i (п) вида
k

®е, (А) =  hV П (I е, — 0; I +  А)в/. а >  о, е, б [0, 2я). (4)
/=1

Функция со0̂ (h) обладает очевидными свойствами: 1) неотрицательностью и 
2) неубыванием по h при фиксированном 0Х.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы функция f{z), аналитическая в |г |< 1 ,  
была непрерывна в \z \ \ и на \z \ =  \ удовлетворяла условию

sup | /  (е10) — / (еш‘) К  СО (/г), (5)

где соЄі ф.) имеет вид (4), необходимо и достаточно, чтобы в круге
| г | <  1 выполнялось неравенство

k

\ Г  (Z) | <  ( 1 _ 1- i _ v П  t I 9 , -  0* 1 +  (1 -  Г ) Р .  2 =  г е 1\  ( 6 )

/ - 1
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Символ <  означает порядковое неравенство с абсолютной постоянной 
Символ ^  означает порядковое равенство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала необходимость. Пусть f {г) — 
аналитическая в единичном круге \г\ <  1 и непрерывная в замкнутом круге 
г | < 1  функция которая на окружности \г\ =  1 удовлетворяет условию 

(5). Представим !{г) в | г | < 1  по формуле Коши:

О™ |£|=1 ООтсюда имеем
2д , 2д

1ЧЛ = ±  Г-Ц£>!.л,- ■ (7(«")-/(А ...
ы  ]  <е“ - гу  2я 3 (е“ — г)г ( )

!й 0 0Где 2 =  Гв .
Следовательно,

2л

2я J 1 — 1' »
О

^  1 г ^0, ( I ф I > , .  Г Ф? [ |0 1-0 * 1 4 -т 1 в
[Т37?т'<ф<Г 71̂ ч ^ ' гф' (8>— Л  ^  Т

где 0 =  0*о ближайшая к 0! точка из совокупности 0*, . . . ,  0*, и 5 =  6.
Поскольку оценку (6) следует получить для г, близких к еданице, то бу
дем предполагать, что 1 >  г >  -1 .  Поэтому

Я
1ГН1- "  Г ч5̂ ! 0! — 0*1 +  ф16 , л  ,

а » - 1- (9)
о ^

Для доказательства неравенства (6) достаточно показать, что

11 ©1 — 0* I +  (1 — г)]6 (Ю)

Для доказательства неравенства (9) рассмотрим два случая:
венству У°ТЬ *0 1 _  6*̂  <  1 ~ Г‘ Т°ГДа неРавенство (9) эквивалентно нера-

/ < 1
 ^1—7—6 ' (Ю)

Разобьем оцениваемый интеграл I  на три интеграла / ,  /  /

" ( Т *  I »\ о 10,-е*! 1-г/
Оценим последовательно интегралы / 1( / а, / 3:

О о
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1 10Х —= 0* ^+64-1 !
7 + 1  (1 _ г)2 ^  ( 1 - г ) 1̂ - 6 * (12)

Г  ф " [ | 0 1 - е * 1 + ф ] °  г  ф г + б  ,

7- “  )  —  = # + *  ]  7 1 ^ ? ‘,ф =
101—0*1 10!—0*|

1 (1 +  г)7+6+1 — I 0Х — е* |7+в+1 ^  1
7 + 6 + 1  (1 _ г)* <  (1 _ г)1-^-б ’ <13>

о о

,  _  Г »’ ц в . - в ' И - ф Г  Г 1 1 1’ ] ( 1 - г)2+ ф! ф <  1 ф * -» «  ^ -  1 - т - в  а - г ) 1-»-»-1 —г 1—г
(14)

Подставляя оценки (12) — (14) в (11), получим справедливость нера
венства (10).

б) Пусть 10Х — 0 * | >  1— г. Тогда неравенство (10) эквивалентно нера
венству

1 <  |е - ~ 9' |а- >10'»

Разобьем оцениваемый интеграл /  на три интеграла
, 1- г  |0 ,-в * | я

'  \  ш г Г I А_____ А* I 4 -
=  /; +  / ;  +  / ' .  (15)

( 1-Г  |01—0*1 я  \

О 1 -г  10,-0*!/

Оценим последовательно интегралы / ',  / ',  / ' :

Т  у я * - , » ч + ч ‘ , ф Г ' Г У 1 ^ - в <1 \ _  1 1&
J  а — <•)+ч> J  а — /)1 т +  м ь ■г)

(16)

г’ ~  I  Ф а - , ) ° + ^ Ф' I  ч>^2|0 , —
1—г 1—г

< | 9 . - е ' | ‘ 1 8 . - 8 7  , (17)

1—Г

Г фТ[|01-0*|+ф]в Г 7+6-2,
] - „ - Г)ч<рг <1ф~ ] ф ‘(ф“Г , -

10,-0*1 |0,-0*1

1 1 9 ,- е * ! 6 19, — 8*|6
1 — V — 6  | е х 0 * (» -V  ^  ( 1 _ г ) ‘- 7  • I )

Подставляя оценки (16) — (18) в (15), получим справедливость неравен
ства (10").

Объединяя случаи а) и б), доказали, что при предположениях теоремы 
справедлива оценка (10). Таким образом, необходимость теоремы дока
зана.
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Наоборот, пусть для аналитической в круге | 2 | <  1 функции /(*) вы

полнено неравенство (6). Тогда интеграл \Г (ге т>)с1г сходится при каждом
о

в, и, следовательно, предел / ( А  -  И т /(**■) сущеотует при каждом

о г р а ™ Т ° | ' г | Т Г ^ ?  "° '  Д° г' 0 < г <  >■ “ Л™. ™  Ш  
свои предельн2 е з « я 7 ( Л  г и ^ л ? ™  ИтеГРаЛ0М ПуаСС0На ,ере’
статочяо показать, т о  „меет „ о т о  д°"
функции Ш в |2| < 1  будет следовать^з теоремы фату [ 11 ^е^грани-
чивая общности, будем предполагать, что | 0 _ 01| = / г <  1 . т1п 
■— А* П. 2 №  ’ '- 0 М ) .

Имеем

I
(19)

У  ПК? “ 6113 ^  РаДМ ЛЬНЫ Х ОТРезк° в  ( Л РА  (РА Л  и д у г и
Ич п а ?  0КРУжн°сти | г | =  р, где р==1 — 10 —  0 , 1 =  1 Н
Из (19) следует, что 1 11

+

(21)

1/(еш) - / ( Л к  [\Г<г< Р)\* +  |р /'(Р * '7) Л й

1 р . 6 
+  { | /  (ге ‘)1 ^  =  л  + / 2 +  ^з- (20)

Оценим последовательно интегралы .

^  = ) \Г 1 г е т)\<1г= Г [ | 0 -  0* (0) | +  (1 ~  г)]т  аг в
*> 1-й ' '

н *

=  |  [ | 0 ^  0=*= (0) I +  х]Ш) сЬс.
о

Для оценки / ,  рассмотрим два случая.
а) Пусть ] 0 — 0* (0) | >/г. Тогда

/г

|  -^щ г1 0 — 0* (0) |в(0) (1Х Х /гт 10 — 0* (0) |6<9’ -  
о

г  лт [ | 0 -  е* (0), +  Л]^0» X  К* [ 1 01 _  0* (0]) | +  #
б) Пусть |0  — 0* (0) | <; /г. Тогда

/|е -0*(0)| л >

Л=( I + I )фг[19- 9*(в)1+х]т =̂*
\  0 10—0*(0)|/

10- 0*(0)|

"  I Т ^ - 1 9 - е , ( 0 ) Г ^ +  Г - ^ гХ т ё х _
о J  х

|0- 0*(0)|
- 1 е _  е . (6) Г « »  +  * « »  <  „■>»», <  ,, 01 _  е,  ( (у ! +  Л]„„„ _ (23)

(22)
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Интеграл / 3 оценивается аналогично интегралу

/ , <  I 0 — 0! Г [ I 0, — е* (0а) I +  | 0 — 0х | ]6(01> - 
Для оценки У2, ,

6,

у , =  | р  (1 } 1 - 7  [ м — 0 *  ( 0 1 +  (1  —  р)16(<) л ,

9

заметим, что для I, лежащих между 0 и 01; имеет место соотношение

(24)

II* — 0* (01 +  10 — Оі і Л ’ Х  Ц 0 І  — 0* (0і )І +  | Є - Є і І]
,6(6,) (25)

поэтому

р
т И 0і - 0*(0і)і +  ( і - р ) ] |в(0.)

(1— р)

< 1 0  — 01Г [101 — 0* (0і) I +  10 — 0! | ]6(01>

<М <

(26)
Подставляя оценки (23), (24), (26) в (20), получим, что

I! ( Л  ~  ї (еі0‘) | <  10 — 0Х Г [ | 0, — 0* (0]) | +  1 0 -  011 ]б<9‘>. (27)
Теорема 1 доказана.

Определим класс областей, для которых справедлива теорема, 2. Пусть 
г =  ч|) (т) =  у'0 +  +  у'т2 +  . . . ,  >  0, — регулярная в | т | <*1 функция,
конформно и однолистно отображающая единичный круг | іР| <  1 на одно
связную, ограниченную область й  так, что при этом начало координат пе
реходит в фиксированную точку г0 £ б. Обозначим через т =  ср (г) функцию, 
обратную к і|).

Ш*
Пусть т. =  е 0* £ [0, 2я), /' =  1 , . . . ,  & =  0, 1, 2 , . . . ,  — различные

сИ
точки окружности I т I =  1, 2 . =  ф (т.); р., 0 <  ру <  2, р;. Ф  1, / =  1 , —
фиксированное число; Н' — фиксированное число /г'£(0, к’0), где /г'=

=  у т і п ( | 0 ; - 0 ; , | ,  ± | ,  1Ф ] \  / , / '  =  и'. =  \г:

1 , к
т | <  11, V — дополнение и  и ', к области |т | <  1.

аге <Л ',

/ = 1
Будем говорить, что область в  принадлежит классу (1,£) — (Ь{) (г,, р,,... 

• • • ’ гк- Рд>)> еСЛИ существуют две постоянные с ; И С', O < C J < C 2 < 00, 
такие, что

С'|1‘' - т / |Р/" , < | ф ' ( т ) | < С ; | т - х / |Р' " 1. т £ и \, /•==!,. . . . й ,

С', <  |г|/ (т) | <  С', %$.и’ ,

т|) (г) =  1(3 (т.) +  А', (т) (т — т .Д  т£І/'г (28)
„ р-

где для функции (т — т.) фиксированы некоторые ветви и А'.(х), / =  1,... 
• - ■ ,к, — функции, регулярные в |т |  <  1, непрерывные в точке Т ., А \ ( х ^ ф

10*

Ф 0. Точку г., / =  а также ее образ е 1 и угловую координату
0̂  будем называть угловой точкой с внутренним углом р ..

214



Положим р =  т ах { 1 ,р ..........М - Будем говорить, что

0 < » < 1 ,  еслиТ е о р е м а  2. Пусть область и ^ ь 1 (г,, р , , . • • ,гк, рк)- мл

аналитическая в й функция 1(г)^Н\в) ,  » < » < = - .  необходим и до- 

статочно, чтобы /904
|П г ) |< < 1 *  » ( }

-  — е»

ЛЄММд е м м а . Предположим, что область в ^ Ь с (г,, • • • ,гк, р̂ ). Пусть
на границе дв области в  заданы две точки £, =  Ч’ (ті) =  ^  (е и &а~ 

=  гр (х2) =  гр (еШг), тогда  ̂ ^

| £ ,— Є2І ХІ ' Гі — Т2І П і И і  — т/І +  ІтІ" " гзІ] ‘ ~
/=і

I 0,  02 I П  [ I 01  Є* і +  I 01 — Є2 I ]Р/-1
/= 1

(30)

7Т пк я ч а т е л  ьс гво леммы см. в работах [2,3].
Й о ^ з а ^ ь с в о  т е о р е м ы  2. №  леммы следует что для того

чтобы f(z)(A'(G),  необходимо И 1  1 1  1дометворя-аналитической в |т | <  1, непрерывной в |х | <  1 и на |х | -  1 удошимьир

лаусловшо з„р І Г Л - Ґ Л І ^ Й ,
le-ej^fe

где

М =/.-п [ I е,-е; I (31)

/=>
При условиях теоремы 2 функция со01 ф) удовлетворяет условиям теоремы 1. 
Поэтому для того, чтобы (С), необходимо и достаточно, чтобы

* г г ( г л П 1 1 0 - 0*/1+ - г)]81Р/_1> -
/=>

1 1_____ , х =  гет\  (32)
----------------- 1= 3 "  7 1  * |5( 1- Р . )  ’

~  (1 — /г  5 И —  *
где т* _  ближайшая к х угловая точка, Р* — величина угла х . Заметим, 
ЧТО |Р* -1

(х)| =  |/ ' (2) | |г|> (х) |Х1/  (2)1 Ь  — т I *
Поэтому (32) эквивалентно неравенству

* 1 п 1 * "" г/5-1| / ( 2 ) | < | Х - Т |  Р* ’

где г принадлежит г-й линии уровня, й расстояние от точки г до границ 
области б. Теорема 2 доказана»

В заключение выражаю В. К. Дзядыку благодарность за постановку 
задач, помощь в работе и обсуждение результатов.
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