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ПЕРЕДМОВА 

В умовах ринкової економіки особливої ак-
туальності набувають задачі оптимального роз-
поділу обмежених ресурсів (праці, сировини, об-
ладнання, капіталу), організації виробництва та 
реалізації продукції. Раціональне вирішення цих 
проблем неможливе без використання методів 
математичного програмування та комп'ютерної 
техніки. Математичне програмування — розділ 
прикладної математики, який застосовує матема-
тичні моделі та методи для дослідження і розв'я-
зування екстремальних математичних задач. Ди-
сципліна «Математичне програмування» як скла-
дова курсу «Математика для економістів» 
входить до навчальних планів підготовки бака-
лаврів з економіки та підприємництва. Теоретич-
ною основою цієї дисципліни є лінійна алгебра. 

У цьому підручнику розглянуто методи 
розв'язування задач лінійного, нелінійного, дис-
кретного, динамічного програмування, задач тео-
рії ігор. Теоретичні обґрунтування і доведення 
цих методів подаються в стислому вигляді. Ши-
роко використовуються матрично-векторні поз-
начення, що значно спрощує викладки. Наведено 
детальні розв'язування типових задач. Підібрано 
значну частину задач і вправ для практичних за-
нять і самостійного опрацювання. Більшість за-
вдань має умовний характер, а числові параметри 
підібрано так, щоб спростити обчислення. Роз-
в'язування цих задач — важлива умова опану-
вання студентами стаціонарної або заочної фор-
ми навчання теоретичних положень дисципліни. 
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Автори сподіваються, що в умовах обме-
женості аудиторних годин для вивчення матема-
тичних дисциплін підручник сприятиме підготов-
ці висококваліфікованих фахівців з економіки, 
спроможних приймати виважені та обґрунтовані 
рішення в бізнесі. 

Підручник написаний авторами на основі 
багаторічного досвіду читання курсу лекцій і 
проведення практичних занять з дисципліни 
«Математичне програмування» в Національному 
університеті харчових технологій та інших на-
вчальних закладах України. 



ЧАСТИНА 

Ш 
ЕЛЕМЕНТИ 

ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

Лекція 1. ВИЗНАЧНИКИ 

Історична довідка. 
Визначники та їхні властивості 

1.1. Історична довідка 
Лінійна алгебра як самостійна галузь математики почала фо-

рмуватися у першій половині XVIII ст., коли вперше у працях ні-
мецького математика В. Лейбніца (1646—1716) та швейцарського 
математика Г. Крамера (1704—1752) було введено поняття «виз-
начник» (детермінанта) і дано загальні формули для розв'язування 
системи п лінійних рівнянь з п невідомими. 

У середині XIX ст. у класичних працях англійських матема-
тиків А. Келі (1821—1895) і Дж. Сільвестра (1814—1897) вводить-
ся поняття «матриця» та закладаються основи матричного числен-
ня, що стає зручним апаратом для компактного запису і по-
дальшого аналізу систем лінійних рівнянь. Ідея геометричної ін-
терпретації розв'язку і дослідження таких систем приводить до 
основного поняття лінійної алгебри — скінчснновимірного вектор-
ного (лінійного) простору, що є безпосереднім узагальненням інту-
їтивних дво- та тривимірної геометрій. Наведені поняття «визнач-
ник», «матриця», «лінійний простір» визначаються в найбільш 
загальній, абстрактній формі, стають об'єктом математичного дос-
лідження. 
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« п «12 « 1 3 

А = « 2 1 « 2 2 « 2 3 

« 3 1 « 3 2 « 3 3 

= апАп+а/2АІ2+аІЗАп = 

(/,У = 1,3). (1.3) 

Формулу (1.3), яка доводиться безпосередньо і відома як роз-
кладання Лапласа, використовують для обчислення визначників. 

Приклад 1.4. 
1 - 2 0 

3 - 8 2 
5 - 1 4 

= 4 - 1 ) " 
- 8 2 

- 1 4 
З 2 
5 4 + 0-(-1)' 

З - 8 

5 -1 
= - 2 6 . 

Тут розклали визначник за елементами першого рядка. 
Той факт, що визначник дорівнює сумі добутків елементів 

будь-якого рядка або стовпця на їхні алгебраїчні доповнення, дає 
змогу індуктивно ввести означення визначника довільного порядку. 

Вираз 

А = 

«11 «12 « . 3 «14 

« 2 1 « 2 2 « 2 3 « 2 4 

« 3 1 «32 « 3 3 « 3 4 

« 4 . « 4 2 « 4 3 « 4 4 

= 
« > А 

+ а-

=«,А +а,Аі +а,ъА*+а,А< = 

1 ' 

де /', / = 1.4: Ац — алгебраїчні доповнення елементів , називаєть-
ся визначником четвертого порядку. 

Отже, визначник четвертого порядку виражається через виз-
начники третього порядку, причому алгебраїчні доповнення його 
елементів визначаються так само, як і для визначників другого та 
третього порядків. Аналогічно дають означення визначника п'ятого 
порядку через визначники четвертого порядку і т. д. Таким чином, 
вважаючи, що встановлено поняття визначника (п 1)-го порядку, 
вираз 
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д = 
п п 

= 1 X 4 * = Е а * А (и = ! ' " ) 

називається визначником п-го порядку. 
Визначники мають такі властивості: 
1 Визначник не зміниться, якщо його рядки замінити відпо-

відними стовпцями. 
Зауважимо, що оскільки наведена властивість встановлює 

рівноправність рядків і стовпців визначника, то всі подальші його 
властивості формулюються лише для рядків, маючи на увазі, що 
вони одночасно є справедливими також для стовпців. 

2. Якщо переставити місцями будь-які два рядки, то визнач-
ник змінює знак. 

3. Якщо один із рядків складається тільки з нулів, то визнач-
ник дорівнює нулю. 

4. Якщо визначник має два однакових рядки, то він дорівнює 
нулю. 

5. Спільний множник усіх елементів одного рядка можна ви-
нести за знак визначника. 

6. Якщо елементи двох рядків пропорційні, то визначник до-
рівнює нулю. 

7. Якщо кожний елемент і-го рядка визначника є сумою двох 
доданків, то визначник дорівнює сумі двох визначників, у першого 
з яких /'-й рядок складається з перших доданків, а у другого — з 
других, інші ж елементи обох визначників однакові. 

8. Визначник не зміниться, якщо до елементів одного рядка 
додати відповідні елементи іншого рядка, помножені на одне і те 
саме число. 

9. Сума добутків елементів будь-якого рядка визначника на 
алгебраїчні доповнення відповідних елементів іншого рядка дорів-
нює нулю. 

Зазначимо, що всі властивості визначників доводяться безпо-
середньою перевіркою. 

Зауважимо, що при обчисленні визначника на практиці за 
допомогою цих властивостей перетворюють його так, щоб у де-
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якому рядку чи стовпці всі елементи, крім одного, були нулями, а 
потім розкладають його за елементами цього рядка чи стовпця. 

Приклад 1.5. 

А = 

1 0 
2 1 

- 1 1 
1 2 

- 2 

- 2 

1 
0 

1 
2 

- 1 
1 

« 4 - І ) " 
1 - 1 

2 2 
+ 2.(-1)2 

0 
2 

- 1 
2 

1 2 

2 2 

4 - І ) 1 

2 

- 1 
2 

= - ( і - 2 - 2 • ( - ! ) ) + 

+ 2 - ( і - 2 - 2 - 2 ) = -8, 

де у першому рядку перетворили всі елементи, крім першого, на 
нулі, додаючи перший стовпець до третього, а до четвертого — 
перший, помножений на 2, та розклали визначник четвертого по-
рядку за елементами першого рядка, а потім визначник третього 
порядку — за елементами другого стовпця. 

Запитання і завдання для самоконтролю 

1. Що називається визначником другого порядку, третього 
порядку? 

2. Що називається мінором, алгебраїчним доповненням? 
3. Сформулюйте основні властивості визначників. 
4. Як обчислюються визначники вищих порядків? 

Практичне заняття № 1 
ВИЗНАЧНИКИ 

№ 1.1. Обчислити визначник 
cos a - s in а 

sin а cos а 

Розв'язання. За формулою (1.1) маємо 

cos a - s in а 
э т а соб а 

= cos а • cos а - ( -s in а) • sin а = cos2 а + sin2 а = 1. 
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№ 1.2. Обчислити визначник 
1 

1°&„Ь 
1о §„а 

1 
Відповідь: 0. 

№ 1.3. Обчислити визначник 
2 1 З 

3 2 
4 З 

Р о з в ' я з а н н я . За правилом Сарюса маємо 

2 1 З 

5 3 2 =2-3-3 + 1- 2 1 + 3- 5- 4 - 3- 3 1 - 2 - 2 - 4 - 1 ' 5 - 3 = 40, 

1 4 З 
оскільки 

2 1 3 2 1 
\ \ \ 

5 3 2 5 3 і 
1 4 Ч 3 \ \ 

№ 1.4. Обчислити визначник 
З 4 
8 7 
2 - 1 

Відповідь: 0. 
№ 1.5. Обчислити визначник 

2 1 3 2 1 
/ / / 

5 3 2 5 3. / / / 
1 4 3 1 4 

- 5 
- 2 

8 

1 
- 1 

1 
1 

1 
1 

- 1 
1 

1 
І 
1 

- 1 

Розв'язання. Віднявши почленно перший стовпець від усіх 
інших та після цього розклавши за елементами першого рядка, діс-
танемо 
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- 2 0 0 

0 - 2 0 

0 0 - 2 

= - 2 = - 2 - ( - 2 ) - ( - 2 ) = -8 . 

1 1 1 1 1 0 0 0 
1 - 1 1 1 _ 1 - 2 0 0 
1 1 - 1 1 ~ 1 0 - 2 0 
1 1 1 - 1 1 0 0 - 2 

- 2 0 
0 - 2 

№ 1.6. Обчислити визначник 
O l l i 
1 0 1 1 
1 1 0 1 
1 1 1 0 

Відповідь: -3. 
У № 1.7 — 1.11 розв'язати рівняння і нерівності. 

1 2 З 
- 1 4 = 0. №1.8. № 1.7. х - 1 - х 

-х 2х 1 

(0,5)* 0,5 
= 0. 

0,0625 2" 

Відповідь: х. =-1 ; х2 =—. 

№ 1.9. 
1 2 7 
с2 - 4 х4 

1 1 6 
<0. 

Відповідь: х = -1. 

|х+і | : 
і 

і 
№ 1.10. >0. 

х - 2 

Відповідь: хе ( - 2 ; - l ) u ( l ; 2 ) . Відповідь: хє (2;5). 

4sinx 1 № 1.11. 
1 COSX 

= 1. 

Відповідь: x = — + TW,n = 0,±1,.... 
4 

У № 1.12—1.17 обчислити визначники. 

12 



№ 1.12. 

-а 1 а 

О -а 1 
а 1 -а 

Відповідь: 2а. 

2 0 0 

№ 1.14. З -3 0. 
17 -23 1 

Відповідь: -6 . 

№ 1.16. 

1 1 1 1 
1 2 1 1 
1 1 3 1 
1 1 1 4 

Відповідь: 6. 

0 7 з о 
№ 1.13. 2 1 2 

- 7 з 5 л/з 

Відповідь: -12. 

1 0 З 
№1.15. 0 - 2 0 

- 1 0 - З 

Відповідь: 0. 
1 1 1 1 
2 0 1 1 

3 1 0 1 

4 1 1 0 

Відповідь: -7. 

№ 1.17. 
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