
Національна академія наук України

Інститут прикладних проблем механіки і математики 
ім. Я. С. Підстригана

Математичні проблеми 
механіки неоднорідних 

структур

Том 1

Львів 2000



66 Моделі механіки неоднорідних деформівних твердих тіл

УДК 539.3

ПРО ТЕ РМ О М Е Х А Н ІЧ Н У  ПОВЕДІНКУ ОБОЛОНКОВИХ 
ТО Н КО С ТІН Н И Х  ЕЛЕМ ЕНТІВ З Н ЕЛІН ІЙ Н О ГО  

В ’ЯЗКО П РУЖ Н О ГО  М А Т Е Р ІА Л У

Іван Киричок, Наталія Обізюк

Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України, вул. Нестерова, 3, Київ, 03057 
Український державний університет харчових технологій, 

вул. Володимирська, 68, Київ, 01033

Розглянуто задачу про взаємодію термомеханічної спряженості і фі
зичної нелінійності в коливальних процесах тонкостінних в’язкопруж- 
них нескінченно довгої циліндричної та замкнутої сферичної оболонок.

Розглянемо радіальні коливання та вібророзігрів замкнутої сфери
чної та нескінченно довгої циліндричної (плоска деформація) оболонок, 
або кільця (плоский напружений стан) товщиною /і і радіуса середин
ної поверхні Н, киготовлених :< фізично нелінійного н’язкомружного 
матеріалу. Поверхня розглядуваних елементів знаходиться під дією 
навантаження, що гармонічно змінюється в чиєї, И (()-^ о 5 іп © ґ

(а ц > () відповідає зовнішньому а о„ • () внутрішньому тиску; ю -  ча

стота; і -  час). На поверхнях у ЬН/2 відбувається теплообмін за за
коном Ньютона а оточуючим середовищем, температура якого стано
вить Гс. Механічна поведінка матеріалу, параметри якого залежать 
від температури, відповідає моделі Фойгга з нелінійним пружним еле
ментом і лінійною в’язкістю. Температура розігріву вважається 
однорідною по товщині.

Внаслідок простоти геометрії і характеру навантаження напруже
ний стан розглядуваних об’єктів вважаємо безмоментним і їх термоме
ханічна поведінка в одномодовому наближенні може бути описана рів- 
шшнями

(1)

сіє
а е = а іЯ (Т )(е в + + ’ (2)

с > §  = - 2 а Н Т - Г с) + в д ( ^ Т ; (3)

Де є0 = ю  / К -  деформація; ю ~ радіальне переміщення; ІУ0 = о ()Н, 

<50 -  кругове напруження; і X -  коефіцієнти тепловіддачі та теп



лопровідності; сч, -  теплоємність одиниці об’єму; сі0 -  постійна нелі-

нійності; р -  густина матеріалу; а = 2, а 1 = 1/(1 -  V) -  для сферичної

і а  = 1, а, = 1/(1- V2) -  для циліндричної оболонок; а = а, = 1 -  для 
кільця; V -  коефіцієнт Пуассона.

Приймемо температурні залежності модулів Юнга Е та в’язкості 
Г| у вигляді

В = Ео[і-ф 1(0)]; п = Л0Ф2(е); Фі(тс) = °; Ф2 (тс )=1 (4)

та введемо безрозмірні параметри

К Т — т  -

6 = Т -  Т  ’ ^ = ааЛ <  Л0 =ссп0; Х = со0(; (5)
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де Тг -  деяка характерна температура.
Тоді з (1 )-(3 ) приходимо до наступної системи нелінійних рівнянь:

сі Є0 -і 3 СІЄд .
Г  =  ~ Ео +  Ф іє 0 -  Фз<*оє о +  5 о +  БП 5Ш 0) 1Т *гіт2 “ 0 ті-в т 3-о~н -о 

с20
сіт *

сіє
-Є + 50а:0(р2І - ^ (6)

при початкових умовах

Е» = Е“ ; 1ГГ = 117' 0 = 9° (х = 0)' (7)
Для розв’язання нелінійної задачі (6),,(7) скористаємося методом 

Крилова -  Боголюбова -  Митропольського [1]. згідно з яким її розв’яз
ки в першому наближенні виберемо у вигляді

єе = є'(т)С0 8с^т -  є'(т)5ІП ©!т + . . . ; 0 = 9(т), (8)

де 0 -  усереднена за період температура.
В результаті стандартних перетворень із співвідношень (6 )-(8 ) для 

першого наближення одержимо

% =  8 ^ ‘ [ 1 " а>? -ч>1 + 4 а ( 1 _ Ф і ) А2 ^ і “ ф2^2; (9)



Ш ш

ф ^-в — — б0х 0є0сОіЛ Ф2|»

Уі (0) =  уоі; Уі  (° )  =  Уог і й ( ° )  =  е о •
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Тут введені такі позначення:

Для відшукання стаціонарних розв’язків (т —> оо) покладемо нулю 
ліві частини рівнянь (9). При цьому одержана система зводиться до 
одного трансцендентного рівняння відносно безрозмірного параметра

температури 0.

Відзначимо, що до співвідношення (10) приходимо також при за
стосуванні до рівнянь (б) методу Бубнова — Гальоркіна, вибираючи
розв’язок у ВИГЛЯДІ (8) при умові, ЩО Є* = СОП8І, є ^ с о п з і .  Дослі
дження асимптотичної стійкості та типу особливих точок розглядува
ної термомеханічної системи зводиться до аналізу спектру власних 
значень матриці лінеаризованої задачі (9). Ця задача, що повністю 
співпадає з задачею про термомеханічну поведінку нелінійного осциля
тора, детально повно досліджена в статті [2].

Для виявлення деяких особливостей взаємодії термомеханічної 
. спряженості, що проявляється в залежності механічних властивостей 
матеріалу від температури, та фізичної нелінійності розглянемо моде- 

I льний матеріал характеристики якого приведені в [2].
На рис, 1 а, б показані розраховані на основі співвідношень (10), 

(11) криві залежності амплітуди коливань від частоти навантаження. 
Аналіз кривих на рис. 1а показує, що з ростом параметра (при по
силенні температурної залежності жорсткості системи) амплітудно- 
частотна характеристика із «жорсткої» перетворюється в «м ’яку». При 
зменшенні параметра р2 (Р2 < 0) > Щ° характеризує температурну за
лежність в’язкості, в амплітудно-частотних характеристиках можуть 
з ’являтися області неоднозначності, які подавляються великою в’яз
кістю в ізотермічному стані (рис. 1 б).

[і-® 1  -Ф і + ! Й( і - ф 1) Л о ] + (® А  Ф2)2 _ Л 0 = 0 (10)

(11)
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а б

Рис. 1. Криві залежності амплітуди коливань від частоти навантаження.
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О ТЕРМОМЕХЛНИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ ОБОЛОЧЕЧНЬІХ 
ГОНКОСТЕННЬІХ ЗЛЕМЕНТОК 113 НЕЛИНЕЙНОГО ВЯЗКОУІІРУГОГО

МАТЕРИАЛА

Ґассмотрено задачу о взагшодействии термомеханической сопряжеппости и 
физичсской нелинейности в колебательньїх процессах тонкостенньїх вязко- 
упругих бесконечно длиипой цилиндрической и замкнутой сферической обо- 
лочек.


